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1 はじめに

栂元先生と石川大蔵さんのご厚意で、この講義録の手書きの絵に色が付いているバージョンを、研究

集会のホームページ

httpソ/Pc193097 pc wぉeda acjp/sy,叩 OSi1lm/2016_11_15‐ 18/

に置かせていただくことになりました。大した絵ではありませんので恐縮ですが、もしよろしければ

そちらもご覧ください。

2 まくら

随分前 (2002年 )の ことになりますが、Nagoya Math Journalに oFallo threefoldの 分類に関する
論文を出版しました。そこで考えていたのは、singular cRmo threefold χ (以下 threefoldは 略す)
で次の条件を満たすもので九

(1)高々1/2(1,1,1)‐特具点 (以下,1/2‐特興点と略記します)しか持たない。
(2)primeで ある、すなわちCIX/≡=Z[κ月 を満たしている (特にPicard数 は 1になりますЪここ
でClχ は torsionを持ち得ることを注意しておきます)。

(3)λ
O(―
ζx)が 4以上である。

名古屋の論文では、このようなoFanoの クラスの可能性が34個あることを示し、そのうち5個のク
ラスを除いて例が構成できることを示しました (この数は覚えなくてよいです)。
今日お話ししたいのは、(1),(2)を満たす si聖口ar oFanoについて、

(I)ん
。(κ→≦3の場合の分類の試み、

(II)(P(―κガの値に限らず)QFanoを key varietyを用いて記述する試み、
についてです。(I)は名古屋の論文の単純な延長で丸  (II)は向井先生の非特異 Fanoの等質空間を用い
た記述に触発されていますtどちらも完成はしていませんが、(I)については可能性の分類については出
来ていますt方法はP(―κガ≧4の場合とほとんど同じで、twO rり gameというものによります。今
のところ可能性の精度はん。(―κガ≧4の場合ほどよくありません。例を構成するのも骨が折れるので、
完成にはちょっと時間がかかりそうです七例の構成に骨が折れるものの、それだけにそれら一つ一つに
個性があつて面白く感じています。その数例を後ほどご説明できればと思っています。

(II)については、すべてのクラスについてこのような記述があるのかどうか分かりませんが (も つと
もそれはkey ttietyを用いた記述の定義によりますが)、 key varieけ の中で重完全交叉として記述する
と言う意味では、34個のうち24個でそれが可能なことが分かつています (こ の数も覚えなくてよいで
す)。 これについても後ほど例をご説明いたします。

それでは、ます (I)の問題の手法であるいo ray gameについて説明します。実はこれは (II)の問題に
も関係してきます。

3 Two ray g―eによる数値的分類法

Tworり g,meと いうのは誰が命名したものなのかよく知りません。また、なにをそう呼ぶのかもはつ
きりしないのですが、ここでは、2つの収縮可能な端射線を持つ Picard数 2の多様体を、端射線収縮
射の数値的性質を使つて調べる方法ということにしておきます、これを Q―Fanoに初めて適用したのは
森先生と竹内聖彦さんで丸 Fan● Iskovsklh‐ ShokШ

"の非特異 Fanoの分類ですっきりしない点を、森理論 (端射線の理論)を用いて解消したのでした。
さて、twO rり gameを、Pたard数 1で 1/2特異点しか持たないsingula QFanoについて具体的に述
べてみます。名古屋の論文では、このようなQ‐FanO χが(―κガ

3≧ 1かっλ°(―κx)≧ 1を満たすと
1
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き (こ こではp血
“
や特異点の数の条件は付けない)、 線形系 |―

"崚
が固定点を持たないことを示し

ました。このおかげで、どの 1/2-特異点でもよいから一つ選んで爆発すると、反標準因子のpositMけ
は減少するけれど、llef and bigに踏みとどまってくれます。すると次の図式を構成することが出来ます。

two ray game 4)Ei (rti.rurrrEYBtB e €mr116 )

sttyc√導ギ蹴電ち
1漱驚/＼ /
X   Z
いld Pt

x'
enct Pt
来 Y・ Y′確ヒ
tおり.

図式の説明を少ししておきます。一Kyが nef and bセ であることから、もし、これが豊富でなければ、
yはクレパント因子収縮 (この場合はこれで終わり。callo」cal oFanoに落ち着く)かフロップ収結を
持ちます。フロップ収縮ならフロップ y―→玲耐すると、今度はκ―negath。 な端射線を扱う極小モデ
ル理論に入ります。フリップの列によつて (―κ)の positi宙 tyが減少しますが、フリップは有限回で止
まつてくれて、最後にKlnegativeな、ファイパータイプの収縮ノ

′
:y′ →χ′、ぁるいはQFano χ′への

因子収縮ノ
′:′ →χ′が起きます。一κyが豊富であれば、この y′ をyと 見ればよいだけです。

この図式に対して次のデータのリストを得ることが出来ます:

°
がこ鶴2[βどL)∫背2弩A晩攪Υ

数Ⅳ。なお、リーマン・ロッホの超より
.y_,ymldで フロップする曲線の本数に相当する量 e。
.ymld_→ y′ フリップする曲線の本数に相当する量π。
●因子を曲線につぶす場合の漬れ先の曲線の種数と次数、conlc束の場合の退化集合の次数、del
Pezzo束の場合のファイパーの次数など。

ポイントは、これらの量を図式の各ステップにおける因子間の交点数の変化で捉えておくことです。そ
うすることで、これらを未知数として含む方程式を立てることが出来るので九
それにしても、なぜこれらのデータを有限個に限ることが出来るのか、このままではよく分からない
と思います1こ こはいつもうまく説明できないところなのですが、今回はちょっと努力してみま丸 ′′
が因子を曲線につぶす場合を例に取ります。この場合、χ

′はQFanoですが、実は多くの場合、Xと 同
様、反標準因子は2倍するとCttierですが、Xと違つてFano指数は大きい事が分かりますЪ実はこの
ようなχ′は既に分類されています。従つてχ

′のデータは既知です。一方で、一κ′はnef and b電 であ
り、フロッス フリップは余次元 2の部分しかいじらないので、一Ky′ はblgです。ということは、既知
のoFano χ′から曲線上の因子を引き出して一κの bコぃesSを保たなくてはなりませんから、その曲線
の種数や次数には限界が生じる、というわけです。
最終的には上に述べたような幾何的に意味のある量を取り出すのですが、それを交点数の変化として
抽象的に捉えて扱うため、一旦、数値的な条件以外の農何学を忘れ、割と機械的にQ Fanoの 可能性の
範囲を囲い込むことが出来ますЪここが森理論の面日躍如たる所です。そのあと、それらの量の意味を
思い出して、Fano,IskOv虫上 の時代にも知られていた射影幾何的な考察をしてやると、例が出来たり、
可能性の存在が否定されたりして、分類が完成すると言う寸法で九

3繊套合魔負恵蜃β魔雷∫?客暦ち進:ゝ乱 iキ鑽島:日霧霞払豚t結罫∬℃激瞥彗
CtttE聴ヒ賀:lも薦Li表二だ虜奮1源艦:す賀マレつ確規℃

た油ナの事で九
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ん°(―κx)=1:Ⅳ =9,… ,15,
ん°(―κx)=2:Ⅳ =6,… ,15,
λ°(―κx)=3:Ⅳ =2,… ,15
となりま丸 これらは、川又先生のαFanOの有界性の結果からⅣ≦15が出ること、および、リー
マン・ロッホん。(―κ→ =1/2(―Kx)3+3-1/4から直ちに分かりま九
ん0(κガ≧4の場合とく4の場合はほとんど変わらないと言いましたが、それは分類の方針が変わ
らないと言う意味で、現象的には結構違いますЪその点に少し触れておきます。まず、∫:y→χの例
外因子をEとすると、E～ P2でぁり、一Kx E=の 2(1)であることに注意しておきます。
ん0(―κガ >3の場合、λO(―κy― E)≧ ん°(―ζx)-3≧ 1が成り立ちますが、多くの場合、結果論
ではありますが、線形系 |― κy― EIが yか らend point X′ への有理写像を定めています 1)。
ん°(―κガ ≦3の場合には、同様の計算で、ごく少数の場合を除きん

。
(-2κy― E)>0が成り立つ事

が分かり (リ ーマンロッホからん。(-2κy)=1+2(―κガ3+ん0(_ζx)が成り立つことを使う)、 その
多くの場合、線形系 |― ν

"―
Eが yか らend poLtt χ′への有理写像を定めていま九

なお、いつでもん。(-6κγ―E)>0は成り立つ事が分かります。実際に線形系 |-6κy― 到 がyか
らend POlnt X′ への有理写像を定めている例が存在しま九
以上の違いは方程式を解く手間に大分影響しますが、現象としても際立った違いと言えます。
その他の現象論的な違いとしては、ん。(―κガ ≧4のときは X′ として非特異 Fanoが出てくるもの
が多かつたのに対して、ん。(―κガ ≧3の場合は特異点を持つ (例えばnOdeを持つ)oFanoや torsiOn
恥りl因子を持つ Q―Fanoな どが多く出てきます。

4 λO(―κガ が 3以下の例

最初に申し上げましたようにJ(―κガ が 3以下のXの可能性のデータの精度はあまり良くないの
で、ここでリストアップすることはしません。例を二つ挙げるのに留めますが、数値的なデータから射
影幾何を掘り出す様子がお伝えできれば、と思いま九

41χ′がReye合同型 Etlriques‐Lno threefoldに なる例.
λ°(κガ =3,Ⅳ =9,(―κχ)3=9/2を満たす oFano χの可能性があります。これに対して二種
の枷o ray galleの図式がありますが、結果的に、それは爆発∫の中心として、どの1/2特異点を選ぶか
の違いであることが分かります、これからそのうちの一つを説明します。そのデータは次のようになっ
ています。

・ ∫
′
:y′ → X′ は因子を曲線σにつぷす因子収縮である。
●X′ は Gillcl Fanoも 知っていたReye合同型 EElriqueぃ Fano threefoldと 呼ばれるQ Fanoで

侯そξ紛浴ら解ず 鍵諜踏こ
′
」哲kみテl塁ち1集群でお』婆頴

をχ′とする。これを対合の制限で割って得られるのがχ′である。X′ は対合の固定点集合 (=
対角線集合)の像の制限である8点で 1/2¨特興点を持つ。また、χ′は2tOrsion因子 (D≠ 0

奪暴紹lゞ奮阜房重′ξtth濯暦レやり
×Щりの対合で方程式が対称なぃ,⊃因子と歪

:おける像が 2-tOrsion因 子になっている。
・ σは (―κx′ の =3なる構円曲線で 1/2-特異点を通らない。σが特異点を通らないことから∫′
はσに沿つた爆発であることが分かる。
●e=6かつπ=0である。れ=0はフリップなしを意味する。
これらのデータをもとにχを再構成します。この際、χ′の二重被覆χ

′
も同時に考えると便利で、そ

の結果、次ページの図式を得ます (図ではア′の棲家であるP(y)xP(y)を 嘲 ×P:で表しています):

1)ただ、′(_κ→ =4の場合は|― κy― Eがただ一っの元を含み、主な場合、′′が因子収縮になって|―κy― EIの元
の狭義変換がその例外因子になりま丸
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図式について説明します (以下、Cで爆発する前まで、説明順に上の右の絵を眺めてみてください)。
ずσをはっきり捉えることが出来ま九 ちょっと考えると、Cの X′ における逆像σは次数 6の (3,3)型
構円曲線σになり、さらに、その畷 ,弓 内の像は 3次曲線 a,aで あることが分かりま九 よって、σ
はa,aの 張る平面瑶 ,弓 の直積 P:x弓 に入りま丸 χ′=(1,1)3と 書くとき、σ cP:× P:∩ (1,1)3
ですが、この式の cの両辺とも次数 6なので、σ=咤 XP:∩ (1,1)3が分かります。

%:i君
,II「i5:吉:1li][!:11[→

聴と年
'川 鵠 趙 鴇 .

性を課して)6点で交わることが分かります。よつ
て、a,aの 張るP:,畷 は文′に6点爆発咤,':と して持ちあがりま九 6点爆発の例外曲線は、%,Ъ
上の例外因子内の 6本のファイパーです。Cで爆発すると、6+6本のファイバーがフロップ曲線にな

み 」7,こ :lit鶴 島閣 翼 i幌 Tを
まな 幅 xゅ o(瑚 X哺 =畷 X嗜 によ久
9での爆発によつて交わらなくなりますЪ最終的に

2つのP2が 1/2‐特異点に収縮されて、QFano χが得られま九 ここで、χ′のZ2~被覆χ′のPた籠d数
は Lefschetzの 定理より2なので、χ の Picard数は 1であり、したがつて、χ の Picard数も 1になり
ます (このように、構成した例が Picard数 1であることをチェックするのも大切な事です)。
なお、この場合、y_→ χ′は かけ_コ によつて定まる双有理写像になっていま九 また、P(―κx)=
3と なることも見やすいで九
フロップ y′ _→ yはフロップ y′ ―→ yを引き起こし、前者は 12本のフロップ曲線を持つことから、
み で割つて得られる後者は6本のフロップ曲線を持ちま丸 これがe=6を解釈していま九 しかし、
これはあくまで一般的に解釈すればの話なわけで、この意味で、two ray gameで 得られた数値的結果と
いうのは、すべての状況 (退化)を抽彙化したデータと言うことが出来ます。だからすべてを含んでい
ると言えますが、ここでしたように一般性条件を課した例のみに言及することが多いです。特別な場合
は、目的に応じてその都度、数値的データから取り出せばよいと思いますt例えば、 (こ この例とは関係
あるか分かりませんが)ane&spaceの コンパクト化になっているようなFano多様体にはできるだけ
sp∝ialに h・o ray gameの データを解釈して得られるものが多いです。
いずれにしても数値的なデータからこのような射影幾何が颯り出せるのは楽しい事です。

42X′ が 9_nOdal double sOlidになる例 .
9‐nodal dOuble solidと は、ここでは、P3の二重被覆で分岐が9つの l10deを持つ 4次曲面であるも
のとしていますЪχが 9‐nOdal dOuble sohdと 双有理同値になるクラスが少なくとも3つあります (これ
らは例も出来ています)。 なぜ複数の場合にdouble sohdsが 9つのnodeを持つて出てくるのか、現象論的
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ではありますが、興味を惹かれるところです。また、出てくる Iゝlodal double somは すべてQfactOrial
になっていま丸 Cheltsovと ShratlllcDVは 「CFactorialゝ nodal double so■dは非有理的であろうJと予
想していますが、これは未解決問題で九
ここではそのうちの一つを取り上げますLそれはλO(―κガ =2,Ⅳ =10,(―κx)3=3を満たす
oFanO χで九 この一つの1/2特異点を選んでtwO ray gameを行うと次のデータを持つ図式を得ま
す (一般的状況を記しています):

・ ′
′
:y′ →χ′は因子を曲線σにつぶす因子収縮である。
●χ′は卜nOdal double soMである。
●σ～Plであり、の 3(1)の引き戻しに関するσの次数は4である。θはχ

′の9つのnodeを通
る。この場合、∫

′はσに沿つた爆発ではなく、σ上の例外因子内にχ′の9つのIlodeに対応し
た9つの 1/2特異点が生じる。         v′

一 δ
′

●e=10かつπ=0である。π=0はフリップがないことを意味する。

)B  ⊃ CP 34)も P:
無
ll

9詢叔
4虫ぬb

この例については、χ
′の存在も含めて、end resultの データをどう構成するのかが一番厄介なところ

です。それを手短に説明します。まず、次数勘定からσはχ′→ P3の分岐因子 Rに含まれる事が分か
りま丸 曲面 Rは P3の 4次曲面Bに同型に移りますが、この Bの例として、上に記した交点行列を持
つものを、κ3曲面の TOreШ の定理を使つて構成しま九
ノの例外因子 Eの χ′における狭義変換に相当する曲面の取り方はやや込み入っていますが、P3の 3
次山面で、qPに沿つて分岐因子Bに接するものの逆像として得られます。その存在は、P3を cPで爆
発して quntic del Pezzo 3‐ foldに行くことで分かりま九
ん°(―κガ =2は見やすいで九 σのP3における像C卜 は次数4の Plですが、よく知られているよう

[答ふ具慮:寧兵り脚 警与守辱:[是専
れま丸y′においてπttOと Rが、 ′々内のσ
のベンシルの元が |― κ剌の元に移ります。これが

P(―κガ =2を説明しています。
また、線形系 |― ν

"―
EIに よつて、y―ぅχ′と二重被覆 X′ →P3の合成が定まっていま丸

／
降
絆
眸

４

無

DR(卜KI

I∫

勘次０バＸ
Ｌ♪
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5 Key varietyを 用いた記述法

向井先生は、種数
2)12以外の非特異 p血

“
Fanoが key variety(こ の場合は重射影空間か等質空間)

における (重 )完全交叉として記述できることを示されました (古典的に分かつて
いた場合に加えて)。

例えば種数 7の場合は 10次元直交グラスマンOG(5,10)の余次元 7の線形切断 (超平面を用いた完全交

又)になります。種数 12の場合にも、完全交叉ということではないのですが、C(3,7)を用いた美しい

記述法を発見されています。この場合、種数 12のファノのkey‐netyが C(3,7)であると考える事もで

きま九

け計 L護 鷲 i3ζゴ『 ふIttT」)]ア暴I`性箋現身よ 管 応Ёき8PttEttk蒐慧ち踏 堪み;:
24種まではkey varbtyを 見つけることが出来ています。しかし、その見つけ方は、向井先生によるベ

クトル束法や単純群の等質空間という視点のように、洗練された数学には、まだなつていないように思

います。ただ一つ言つておきたいのは、key v3rletyを見つけるために、非特異の場合と違って、2ray
g―eで得られたデータ (特にmid pointと end pointについてのデータ)が極めて有効であるとい
うことです。この理由の一つは、1/2‐特異点の爆発から始まる2‐ray galIIleが各QFanoに対して有限個
のchoteしかないということで九 そのため、end pointや mm pomtが割と直接的にもとのQ‐Fano X

と関係してくれます。これは、非特異の場合の two ray gameが 、例えばまず直線を選んで (一次元分の

choiceが ある)爆発して h・orり galxleを行 うのと大きく異なりますЪ この場合、直線の choiceの情報
が血dp価 とend pomtに 付加されてしまう訳で

募 ぃただきたぃのですが、典型的な ky var崎 のでは、多分に実験科学的なところがあるのはご容‐

見つけ方を 2つ説明してみま九
●摩天機法 :end pomtを (gere」cに)射影空間東として上へ伸ばしてゆく。

例
こ″lず繁ケ ごL堪二なのですが、そのうちの一つの碗 ray gameの 図式は次のようになつてい

X′ =G C2,"∩ G)3=B5
Q、」pt

‰8.8品 Gけ,00(06
ここでmld point Zに注目します。mdd Pointは inde∞mposable3)な 種数 8の Gorenstem Fanoな こと

｀

が分かりま丸 向井先生がベクトル束法を用いて示したのは、そのような Zは C(2,6)∩ (1)5でぁると
いうことです。これを起点にすると次のようなことが次々に分かります。

● Eの 像 フ は平 面 で 、 C(2,6)の 準plane P={C2D yl)の 制 限 で あ る。 こ こで ylは C6の 一 つ 固
定した 1次元部分空間である。
●Z―→ X′ は Pからの射影 C(2,6)一→ C(2,5)の制限である。

35=C(2,5)∩ (1)3ですから、射影の基本的な性質によつて、mld poht Zは Pを含む百 :=C(2,6)∩ (1)3
に含まれる事が分かります。従つて Z=Σ ∩(1)2と なります。これらを踏まえると、上の図式を伸ばす
形で、百を mld pomtとする2rγ gameが構成できます (次ページ):

2)::?Q-FanoX o>{* g(X\ B ho(-Kx) - 2 T€*L*L ho(-Kx) }' b g(X) zfrBlr:t 6 ! Ltt*\\o)<t
,r. [o(-Kx) < 3 ola, ilf,rut:/r2( L* t+nrt<<x#t,ntfl,'o(. 4Ellt ho(-Kx) .c[L* Li:.

3)-Kz = A + B, ho(A\ >2, ho(B) > 2 8/16weilE+A,arr#tLlrt\Lt,\i+{+o



X= Z n (t)' P=P'

PB5“°①ο(1))を調べれば分かるように、35に SL2が半等質的に作用していることを踏まえると、
Σには代数群C5x sL2が 半等質的に作用しています。これが摩天楼法の一つの典型で、出てくるkey
wietyは多くの場合、代数群が半等質的に作用します。ところが代数群はほとんどの場合、この例のよ
うに宙約ではありません。今の所、これらの時 ,哺etyを含む適切な半等質多様体のクラス (単純代数
群の等質空間のように、組み合わせ論に持ち込めるような)が見つかつていません。
●平E法 :end pomtを地面で伸ばしてゆく (少数派)。
例 :先に説明したP(―ζガ=3,Ⅳ =9なるχに平屋法が適用できます。

ご。人跳
餞Kは ,a√ 純
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X=Σ ∩(|)3
X′ を定義する (1,1)因子 3つを取り払いま九 つまり増 x叫 そのものを考えま丸 これが平屋で延
ばすということです。ただしσは残しておきま九 鴫x瑚 をσで爆発してフロップします。フロップ

71ド:毯 ?ξ211:慕麒 :犠鍍ビ?錫湛畿ぶξf滞協議[〃£
Pezzo■bratbn(dp6~flb/P2)に なります:交点数の簡単な計算から、dp6‐昴/P2の構造射は、P3x P3
の爆発の中で、フロップ型収結であることが分かります。実はフロップ型収縮で漬れる曲線は他にもあ
りま丸 そのせいでフロップの構成はやや込み入つたものになりますが、詳細は略しま九 結果として
は、フロップするとP2に沿つてgene山 (Pl)3_錐特異点が生じます。
フロップが終わると、咤 x P33と 瑚 x嗜 はP5と なり、互いに交わらなくなりますЪさらに、これら
を2つの 1/2(15)_特異点に収縮することが出来ます。こうして得られる理 x哺 の双有理像を

'と

する

と、これまでの構成は Z2‐不変ですから、ЁにもZ2が作用します。その商をΣとし、その Pたard群の
豊富な生成元を″ とすると、χはΣにおいて、lfrlの 3つの元による完全交叉となっていることが分か
りま九
平屋法では、この例のように爆発の中心σは取り残されてしまいますLよってσのモジュライがkey
varletyに残ってしまいますLこのような現象は非特異 Fanoでは起こりませんでした。また不思議なこ
とに平屋法で構円曲線のモジュライが key varieけ に残つてしまう事が多いので丸

早稲田の森に～♪
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