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§0. 序

複素単純 Lie環 g に対して, g を Lie環にもつ単連結複素単純代数群 G
の,随伴表現 Ad : G y gから引き起こされる複素射影空間P∗(g)への作用
を考える. その唯一の閉軌道, つまり, 非自明な極小ベキ零軌道 Omin ⊆ g
の射影化を, X(g) で表し, g から定まる 随伴多様体 (adjoint variety) と呼
ぶこととする:

X(g) := π(Omin) ⊆ P∗(g).

ただし, π : g \ {0} → P∗(g) は自然な射影である. X(g) ⊆ P∗(g) は非特異
かつ非退化な (つまり, どんな超平面にも含まれない) 射影多様体となる.
本稿では, 随伴多様体に対する射影代数幾何的興味が (筆者の心に) 涌

いてくる背景を説明し, 随伴多様体のもつ射影幾何的性質をいくつか紹介
したい.

§1. 背景

非特異射影多様体 X ⊆ PN に対して, 点 P ∈ PN \ X からの射影1 は,
射 πP : X → PN−1 を定める. このとき,

問題 1: 一般の位置にある点 P に対して πP : X → πP (X) は同型とな
るか?

を考える. 以下, 自明な射影を排除するためにX は非退化と仮定しよう.
この問題を考察するには, “secant variety” に着目するとよい: 射影多様

体 X ⊆ PN に対して, 2点 x, y ∈ X を結ぶ射影空間 PN 内の (複素射影)

研究集会「部分多様体の微分幾何学」(2005年 6月 13日, 京都大学数理
解析研究所). 講究録原稿

1点 P ∈ PN からの射影とは, P を含まない PN の超平面 H をひとつ固定
したときの,点 Q ∈ PN \ {P}に対して P, Qを結ぶ複素射影直線 PQと H と
の交点 π(Q) := PQ ∩ H を対応させる写像 π のこと. 同型 H ≅ PN−1 により,

π : PN \ {P} → PN−1 と考える.



直線を xy で表し, X の secant line と呼ぶ. また, 点 x ∈ X において X
に接する PN の線型部分空間で X と等次元のものを TxX で表し, X の x
における embedded tangent space と呼ぶ. このとき, 任意の x, y ∈ X に
対して,

(1) πP (x) = πP (y) ⇔ P ∈ xy;
(2) rk(dπP )x < dim X ⇔ P ∈ TxX;

が成り立つ. ここで, secant line すべての和集合の閉包を

Sec X :=
⋃

x,y∈X,x ̸=y

xy ⊆ PN

とおくと, X が非特異であることから Sec X =
⋃

x,y∈X,x ̸=y xy∪
⋃

x∈X TxX

が成り立ち,

πP : X → πP (X): 同型 ⇔ P ∈ PN \ Sec X

が導かれる. Sec X を X の secant variety と呼ぶ.

したがって, 問題 1 の答は, Sec X ̸= PN のとき, そして, そのときに
限り yes である. 任意の射影多様体 X に対して, dim X = n ならば
dimSec X ≤ 2n + 1 となることが定義より見て取れるので, たとえば,
N > 2n + 1 ならば問題 1の答は yes である.
では, N ≤ 2n + 1 のときはどうか? N = 5, n = 2 の場合は, 次の古典

的結果がある:

定理 1 (F. Severi (1901) [17]): 非特異かつ非退化射影曲面 S ⊆ P5 に対し
て, 次は同値である:

(1) 一般の位置にある点 P ∈ P5 に対して πP : S → πP (S) は同型と
なる.

(2) S は Veronese 曲面, v2(P2) と射影的同値である. ただし,

v2 : P2 → P5; (x : y : z) 7→ (x2 : y2 : z2 : yz : zx : xy).

一般には,次が知られている (これは, R. Hartshorneの linear normality
に関する予想2[8] の肯定的解決でもあるが, ここでは深くは触れない):

2「非特異射影多様体 Y ⊆ Pm に対して, n = dim Y とするとき 3n >

2(m − 1) ならば, Y は linearly normalとなる?」という予想. ここで, Y ⊆ Pm

が linearly normal とは, 非退化非特異射影多様体 X ⊆ Pm+1 の同型な射影の
像として Y が得られないこと, と定義される. 超平面切断束の言葉で言う
と, H0(Pm,O(1)) → H0(Y,OY (1))が全射であるということ.



定理 2 (F. Zak (1979) [19]): 非特異かつ非退化射影多様体 X ⊆ PN に対
して, Sec X ̸= PN ならば 3n + 4 ≤ 2N が成り立つ.

では, 極端な場合として, 定理の不等号において等号が成立するのはどんな
射影多様体だろうか? Severi の定理は, n = 2 の場合の分類ないし特徴づ
けを与えている. それに因んで, 2条件,

Sec X ̸= PN , 3n + 4 = 2N

をみたす非特異かつ非退化射影多様体Xn ⊆ PN を Severi多様体 と呼ぶ.
Zak により, 次のように分類された:

定理 3 (Zak (1981) [19]): Severi 多様体は次のいずれかと射影的同値で
ある:

(1) v2(P2) ⊆ P5: Veronese 曲面.
(2) σ(P2 × P2) ⊆ P8: Segre多様体.
(3) G(2, 6) ⊆ P14: Grassmann多様体 via Plücker embedding.
(4) E6(ωi) ⊆ P26: ‘E6-多様体’ (i = 1, 6). ただし, ω1, ω6 は, Dynkin
図形 ◦

α1 | α6◦—◦—◦—◦—◦
の両端の頂点に対応する単純ルート α1, α6 の, Killing形式に関し
て双対となる基本ウェイト; E6(λ) は, E6-型代数群 G の, λ を最
高ウェイトにもつ表現 V (λ) から定まる作用 G y P∗(V (λ)) の唯
一の閉軌道として得られる射影多様体を表す.

ここで注目すべきは, (4) の E6-多様体 だけでなく, (1)–(3) も適当な代数
群の表現から得られる等質射影多様体ということである.
さて, Sec X の ‘期待される次元’ 2n + 1 から実際の次元を引いた値,

δ := 2n + 1 − dimSec X

を, X の secant defect (または secant deficiency) と呼ぶ. Severi多様体
に対しては, その secant variety は余次元 1 となるので,3 それぞれ δ =

3余次元が 2以上とすると, P ∈ PN \Sec Xからの射影 πを考えると, π(X) ⊆
PN−1 は,非特異かつ非退化な射影多様体で Sec π(X) = π(Sec X) ̸= PN−1 とな
るので, Zakの不等式 (定理 2)に反する.



1, 2, 4, 8 となることがわかる. Zak による Severi多様体の分類から, 次が
提起された:

問題 2 (R. Lazarsfeld-A. Van de Ven (1984) [15]): Sec X ̸= PN となる非
特異かつ非退化射影多様体 X ⊆ PN の secant defect δ は, いくらでも大
きい値を取り得るか?

結局, δ > 8 となる射影多様体の存在が問題となる. secant defect に関し
ては次が重要である:

定理 4 (A. Terracini (1911) [18]): 点 x, y ∈ X および z ∈ xy が一般の位
置にあるならば,

Tz Sec X = 〈TxX,TyX〉

が成り立つ. ただし, 〈∗, ∗〉 は, ∗ たちの張る線型部分空間を表す.

これより dimSec X = dim〈TxX,TyX〉 = 2n − dim TxX ∩ TyX となり,

δ = dim TxX ∩ TyX + 1

という公式を得る. Lazarsfeld-Van de Ven の問題は未解決であるが, 分類
の結果, Severi 多様体がすべて等質となることに注目して, 問題を等質射
影多様体に限定してみる.
ここで, きちんと等質射影多様体の定義を与える: 半単純4 代数群 G と

その有限次元表現 V に対して, 自然に定まる G の P∗(V ) への作用そ考え,
その閉軌道を等質射影多様体と呼ぶ.

G が単純代数群であり V が既約表現の場合, この公式をウェイトの言
葉で言い換えると次を得る: λ, µ をそれぞれ V の最高ウェイトと最低ウェ
イト, α̃ を最高ルートとすれば

定理 5 (K (1995) [9]): κ(λ − µ, λ − α̃) > 0 ⇒ δ = 0.

ただし, κ(∗, ∗) は Killing形式である.

4軌道の射影化に興味があるので,半単純性を仮定しても一般性を失わな
い.



定理 6 (Zak (1993) [15], [19]) G が単純ではない等質射影多様体X ⊆ PN

に対して,
(1) δ > 0 ⇔ X = σ(Pa × Pb) ⊆ Pab+a+b.
(2) Sec X = PN ⇔ X = σ(P1×Pn−1) ⊆ P2n−1 またはσ(P1×Qn−1) ⊆

P2n+1 となる. ただし, Qn−1 ⊆ Pn は 2次超曲面.

定理 5, 6 および後述の定理 Aにより, 次を得る:

系: 等質射影多様体 X ⊆ PN に対して, 非退化で Sec X ̸= PN かつ δ > 0
となるならば, X は次のいずれかであり, また, 逆も成り立つ:

(1) v2(Pn) ⊆ PN (n ≥ 2), N + 1 =
(

n+2
n

)
; δ = 1.

(2) σ(Pa × Pb) ⊆ PN (a, b ≥ 2), N + 1 = (a + 1)(b + 1); δ = 2.
(3) G(2,m) ⊆ PN (m ≥ 4), N + 1 =

(
m
2

)
; δ = 4.

(4) E6(ωi) ⊆ P26 (i = 1, 6); δ = 8.
(5) (2), (3), (4) に現れる X ′ の超平面切断, δ = δ′ − 1.
(6) 随伴多様体X(g) ⊆ P∗(g) (rk g > 1); δ = 1.

結果, 古典的に知られていた Veronese多様体, Segre多様体, Grasmann多
様体および Zak による Severi多様体の分類に現れた E6-多様体, それらの
超平面切断に加えて, 新しい系列として随伴多様体が現れる: とくに, δ ≤ 8
となることが見て取れ, 上記の問題の答は, 等質射影多様体に対しては no
であることがわかる [9].

§2. 随伴多様体

まず, 古典型の g に対する随伴多様体の具体的形は, 以下の通り: A
型については, Segre 多様体の超平面切断となる: X(slm) = σ(Pm−1 ×
Pm−1) ∩ (1) ⊆ Pm2−2. 次に BD 型の場合は, 直交 Grassmann多様体と
なる: X(som) = Gorthog.(2, m) ⊆ P( m

2 )−1. つまり, 2 次超曲面に含ま
れる直線のなす Fano 多様体で, Grassmann 多様体 G(2,m) 内で余次元
3 となる. 最後に C 型の場合は, Veronese 多様体となる: X(sp2m) =
v2P2m−1 ⊆ P( 2m+1

2 )−1. 例外型の場合の随伴多様体の次元を挙げると,
E6, E7, E8, F4, G2 に対して, それぞれ, 21, 33, 57, 15, 5 となる.
以下, 随伴多様体の射影幾何的性質を幾つか挙げる:

定理 A (K-大野真裕-保倉理美 (1995) [10]): 随伴多様体 X(g) ⊆ P∗(g) に



対しては, 次が成り立つ.
(1) dimSec X(g) = 2 dim X(g), つまり, δ = 1.
(2) g の次数分解 g =

∑2
i=−2 gi で dim g±2 = 1 となるものに対して,5

codim(Sec X(g), P∗(g)) = dim g0 − 1.

特に, rk g ≥ 2 ならば, Sec X(g) ̸= P∗(g) となる.
(3) 最高ルートベクトル X+ を含む sl2-triple を (X+, X−,H) とする
とき, 半単純元の軌道 G · π(H) は, Sec X(g) 内で稠密となる:

G · π(H) = Sec X(g).

(4) u ∈ Sec X(g) に関する contact locus を Cu と書くことにする. す
なわち,

Cu := {v ∈ Sec X(g)|Tu Sec X(g) = Tv Sec X(g)}

とおく. このとき, 一般の点 u ∈ Sec X(g) に対しては dimCu = 2
となる.

一般に, 射影多様体 X ⊆ PN に対して,

X∗ := {H ∈ P̌N |H ⊇ TxX(∃x ∈ X)}

を, X の双対多様体と呼ぶ. ただし, P̌N は PN の双対射影空間, すなわ
ち, PN 内の超平面の全体のなす射影空間である. 双対多様体 X∗ は, 次元
N − 1 の X 上の余法束の像として得られるので, 一般の射影多様体に対し
ては超曲面となることが期待される. 次が知られている:

定理 B (F. Knop-G. Menzel (1987) [14]6): 随伴多様体 X(g) ⊆ P∗(g) の
双対多様体は超曲面となる: codim X(g)∗ = 1.

さらにその次数に関しては次の公式がある: W を Weyl 群, α̃ を最高
ルートとすると

5さらに, g1 ̸= 0 ならば接触型次数分解と呼ばれる分解である. ここに,

g1 ̸= 0 ⇔ rk g ≥ 2 ⇔ g ≅ sl2Cである.
6Knop-Menzel [14]では,随伴多様体だけでなく,一般の等質射影多様体に

ついて,その双対多様体の性質が詳細に研究されている.



定理 C (面田康裕 (2000) [16]): deg X(g)∗ = #(W · α̃).

たとえば, F4, E6, E7, E8 型随伴多様体の双対多様体の次数は,それぞれ 24,
72, 126, 240 となることが従う.

射影多様体 X ⊆ PN に対して,

TanX :=
⋃

x∈X

TxX ⊆ PN

を X の tangent variety と呼ぶ. 一般に, X が非特異ならば TanX ⊆
Sec X が成り立つ. 随伴多様体に関しては, Sec X(g) = Tan X(g) となる
ことが示される.7 また, 点 z ∈ PN に対して,

Θz := {x ∈ X|TxX ∋ z}

をX の z に関する tangen locus と呼ぶ.

定理D (K-保倉 (1998) [11]): 随伴多様体 の一般の点 x, y ∈ X(g) ⊆ P∗(g)
に対して, 次が成り立つ:

Θ[x,y] = {x, y}.

逆に, tangent variety の一般の点 z ∈ TanX(g) に対して, (x, y, z) を
Psl2-triple とすれば, 次が成り立つ:

Θz = {x, y}.

ただし, x, y, z ∈ P∗(g) に対して, (x, y, z) が Psl2-triple であるとは, あ
る sl2-triple, (X,Y, Z) (X,Y, Z ∈ g) が存在して, π(X) = x, π(Y ) =
y, π(Z) = z となること, とする.
もちろん, 上のいずれの等号においても, 包含関係 ⊇ はほとんど明らか

である. 定理の主張の本質は, 逆の包含関係である. Lie環のブラケット積
または sl2-triple の幾何的特徴づけと考えることができる.

証明においては, 一般の単純 Lie環 g の接触型次数分解 g =
∑2

i=−2 gi

に対して,
V (g) := π

(
{x ∈ g1|(adx)2g−2 = 0, x ̸= 0}

)
7これは, π(H) ∈ Tπ(X+)X(g) となることと定理 A (3) から従う. また,

Fulton-Hansen connectedness theorem を用ると,定理 A (1)からも従う.



により定義される射影多様体 V (g) ⊆ P∗(g1)を考えること, および, その随
伴多様体との関係が一つの鍵8となる. その関係とは, X(g)∩P∗(g1) ⊆ V (g)
となることであるが, 実は逆の包含関係も成立する:

定理 E (K-保倉 (1998) [11]): X(g) ∩ P∗(g1) = V (g).

射影多様体 V (g) ⊆ P∗(g1) は, H. Freudenthal の例外型 Lie環の構成にお
いて現れる等質射影多様体9の一般化と見做せるが, ここでは深く触れない
(詳細は [13] 参照).

さて, G の P∗(g) への作用は線型なので, secant line を secant line に
移す. ゆえに, G は自然に Sec X(g) にも作用する. 自然と問題になるのは,
その軌道分解である:

定理 F (K-保倉 (1999) [12]): 随伴多様体 X(g) ⊆ P∗(g) に対して, 次が成
り立つ:

(1) secant variety, SecX(g) は, 半単純軌道の射影化 G · πH と有限個
の巾零軌道の射影化の和に分解される: つまり, 有限個の巾零軌道,
O0 := Omin, O1, . . . ,Or ⊆ g が存在して, 次が成り立つ:

Sec X(g) = G · πH ⊔
r∐

i=0

πOi.

(2) 巾零軌道 O0, . . . ,Or は唯一の極大軌道を持つ. したがって, それ
を Omax と書くことにすると, 任意の巾零軌道 O ⊆ g に対して,

πO ⊆ Sec X(g) ⇔ O ≤ Omax.

(3) codim(πOmax, Sec X(g)) = 1.

8もう一つの鍵は,浅野洋 [1], [2]により導入された g1 上の 3重系構造に
着目することである.

9Freudenthalの幾何学 [6]において, symplectic geometry に現れる variety of

planes に相当する多様体である. meta-symplectic geometry に現れるのが随伴
多様体, projective geometryに現れるのが前述の Severi多様体である. 定理 E

の主張は, elliptic geometryに現れる等質射影多様体が Severi多様体の超平面
切断として得られる事実のアナロジーと考えられる.



(4) 極大軌道 Omax は, 具体的には次の通り:

g Omax

sl2C O[2]

sln≥3C O[31n−3]

sp2nC O[2212n−4]

son≥6C O[321n−6]

E6,7,8, F4 OA2

G2 OG2(a1)

系 (K-保倉 (1999) [12]): Sec X(g) 内の巾零軌道の Hasse 図式は次の通り:

sl2C

O2
[2]

sl3C

O6
[3]

|
O4

[21]

sln≥4C

O4n−6
[31n−3]

|
O4n−8

[221n−4]

|
O2n−2

[21n−2]

sp2nC

O4n−2
[2212n−4]

|
O2n

[212n−2]

so7C

O14
[321]

|
O12

[322]

|
O10

[314]

|
O8

[2213]

so8C

O18
[3212]

|
O16

[3221]

� | �
OI,12

[24] O12
[315] O

II,12
[24]

� | �
O10

[2214]

son≥9C

O4n−14
[321n−6]

|
O4n−16

[3221n−7]

� �
O2n−4

[31n−3] O4n−20
[241n−8]

� �
O2n−6

[221n−4]



E6

O42
A2

|
O40

3A1

|
O32

2A1

|
O22

A1

E7

O66
A2

|
O64

(3A1)′

|
O52

2A1

|
O34

A1

E8

O114
A2

|
O112

3A1

|
O92

2A1

|
O58

A1

F4

O30
A2

|
O28

A1+Ã1

|
O22

Ã1

|
O16

A1

G2

O10
G2(a1)

|
O8

Ã1

|
O6

A1

ただし, 巾零軌道に対する上の記号は, 古典型についてはその分割型, 例外
型については Bala-Carter の記法で書かれている. また, 上付き添え字は,
各軌道の次元である ([4],[5] 参照).
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