
PROJECTIVE VARIETIES ADMITTING AN EMBEDDING WITH
A GAUSS MAP OF RANK ZERO

楫 元

0. 序

代数幾何学においては, 基礎体の標数が零の場合には見られない正標数特有の様々な現
象が知られている. 射影代数幾何, 特に射影接空間の振る舞いについては, ガウス写像の
分離性を仮定することにより標数零の場合と同様の “直感通りの幾何”が期待される (術
語については以下に詳述する). ここでは, ガウス写像の微分の階数が落ちる射影埋め込
みをもつ射影多様体について調べた結果について述べる. 特に最も極端な場合としてガウ
ス写像の微分が恒等的に零となる (双正則) 射影埋め込みをもつ射影多様体について調べ
た結果について, 詳しく述べる. これは深澤知氏 (山形大学理学部) および古川勝久氏 (早
稲田大学理工学部) との共同研究 [7], [8] により得られた成果である (FK:=Fukasawa-K,
FFK:=Fukasawa-Furukawa-K, と略記する). 以下, 基礎体 k は標数 p ≥ 0 の代数閉体と
する.

1. 正標数特有の現象とガウス写像の定義

正標数における平面曲線の接線の振る舞いに関して, 標数零の場合と様相の異なる様々
な奇妙な現象が知られている.

例 1.1 (A. Wallace [33, §7]). 基礎体の標数は p > 0 とし, X ⊆ P2 を

xp+1 + yp+1 + zp+1 = 0

により定まる平面曲線とする. 点 P = (a : b : c) ∈ X における接線は, TP X = {apx+bpy+
cpz = 0}となり一般の接点 P ∈ X における接触重複度は i(X,TP X; P ) = pとなる. 実際,

任意の P = (a : b : c) ∈ X に対してQ := (ap2
: bp2

: cp2
) とするとき, X ∩ TP X = pP + Q

となっている. とくに標数が p > 2 ならば, 一般の接点での接触重複度が 2 よりも大きく
なり, すべての点が変曲点という標数零の場合ではあり得ない状況である.
次に X の双対写像について見てみる. 一般に平面曲線 X ⊆ P2の双対写像 (dual map)

とは, X の非特異点 P ∈ X に対して, P での接線 TP X に対応する双対射影平面の点
[TP X] ∈ P̂2 を対応させることにより得られる有理写像のことである. 我々の X の場合,
具体的には,

γ : X → P̂2; P = (a : b : c) 7→ [TP X] = (ap : bp : cp),

となる. ただし P2 の直線と双対射影平面 P̂2 との対応は P2 ⊇ {ξx + ηy + ζz = 0} ↔
(ξ : η : ζ) ∈ P̂2 とする. すると簡単な計算から γ の像, すなわち双対曲線 (dual curve)
X∗ := γ(X) は ξp+1 + ηp+1 + ζp+1 = 0 により定義される平面曲線となり, X と同型であ
ることがわかる. ゆえに γ は X のフロベニウス写像である. 標数零の場合は, (次数 2 以
上の) 任意の平面曲線 X に対して γ は双有理同値, すなわち K(X) = K(X∗) となるこ
とが古典的に良く知られているが, この場合の K(X)/K(X∗) は次数 p の純非分離拡大で
ある. さらにこの X∗ に対して双対曲線を考えれば, 標準的に X ≅ X∗∗ := (X∗)∗ となる
こともわかる.
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例 1.2. 標数は p > 0 とし, X ⊆ P2 を

X : y = xp ⊆ A2

により定まる平面曲線とする. dy
dx

= pxp−1 = 0 なので, 点 P = (a, ap) ∈ X における接線
は TP X = {y−ap = 0} となり, すべて x-軸に平行である. 射影平面 P2 で考えればすべて
の接線が無限遠にある点 (1 : 0 : 0) ∈ P2を通ることになる. このように,非特異点における
すべての接線がある共通の一点をとおる射影曲線を strange1曲線 (strange curve)とい
う. 標数零であれば strange 曲線は直線のみであるが, 正標数においては非自明な strange
曲線が存在するわけである. X の双対写像 γ を調べてみると,

γ : X 99K X∗; P = (a, ap) 7→ [TP X] = (0 : 1 : −ap)

となっており, γ, すなわち, K(X)/K(X∗)は純非分離的で次数 p となっている. 双対曲線
は, X∗ = {ξ = 0} となり P̂2 の直線である. したがって X∗∗ は一点に退化する.

strange 曲線に関しては次の結果が知られている:

定理 1.3 (E. Lluis [23], P. Samuel [31]). 非線形非特異 strange曲線は, 標数 p = 2 の 2次
曲線に限る.

定義 1.4. 射影多様体 X ⊆ PN のガウス写像 (Gauss map)とは, X の次元を n とし
PN 内の n 次元線型空間全体のなすグラスマン多様体をG(n, PN) とするとき, X の非特
異点 x に対して x における射影接空間 TxX を対応させることにより得られる有理写像,
γ : X 99K G(n, PN) のことと定義する ([9, §1 (e)], [34, I, §2]):

γ : X 99K G(n, PN);
非特異点

x 7→ TxX ⊆ PN .

以下, 自明な例外を除くために X は線型ではないと仮定する. また, γ(X) によりX
の非特異部分 Xsm の γ による像の閉包を表すことにしよう: γ(X) := γ(Xsm)−. ガウス写
像 γ が分離的 (separable)とは γ により引き起こされる関数体の拡大 K(X)/K(γ(X))
が分離的であることと定める. N = 2, n = 1 の場合のガウス写像は上の例で見た平面曲
線の双対写像に他ならない.
射影代数幾何, 特に射影接空間の振る舞いについては, ガウス写像の分離性を仮定する

ことにより標数零の場合と同様の “直感通りの幾何”が期待される. そこで次の問題を提
起する:

問題 1.5. ガウス写像 (の引き起こす関数体の拡大K(X)/K(γ(X)))が非分離的となる (双
有理ないし双正則) 埋め込みをもつ射影多様体を分類せよ.

ただし代数多様体の射影空間への埋め込みを, 像と双有理同値となる場合は双有理埋
め込み (birational embedding)と呼び, 像と双正則同型となる場合は双正則埋め込み
(biregular embedding) と呼ぶことにより区別する.

2. 射影多様体の双有理埋め込み

有理写像 γ の階数 rk γ を, 一般点 x ∈ Xにおける γ が誘導するザリスキー接空間の間
の k-線型写像, すなわち微分, dxγ : txX → tγ(x)G(n, PN) の階数により定義する.
問題 1.5に対しては次の結果を得た:

定理 2.1 (FK [7, Theorem 1.2]). 標数 p > 0の射影多様体 X ⊆ PN と 0 ≤ r ≤ n = dim X
をみたす整数 r に対して以下は同値:

(1) ガウス写像 γ が一般有限かつ階数が rk γ = r となる双有理埋め込みX 99K PM が
存在する;

(2) (p, r) ̸= (2, 1).

1“strange” のよい邦訳は?
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さらに上記 (b) をみたす r に対しては, K(X)/K(γ(X)) が非分離次数 pn−r の純非分離
拡大となる双有理埋め込みX 99K PM が存在する.

証明においては, もとの埋め込み X ↪→ PN を与える有理関数をK(X) の k 上の p-基底
の p-単項式で展開した際の係数が重要な役割を果たす.2

定理 2.1において r = 0 とすれば直ちに次を得る:

系 2.2 (FK [7, Theorem 1.2]). 標数 p > 0の任意の代数関数体K に対してガウス写像 γ
がフロベニウス写像と双有理同値となる K の射影モデルX ⊆ PN が存在する.

注意 2.3. 代数関数体 K の k 上の次元が 1 の場合は, K/K ′ が (有限次) 非分離拡大とな
る任意の代数関数体 K ′ ⊆ K に対してK の射影モデル X ⊆ PN でK = K(X) において
K ′ = K(γ(X)) となるものが存在する (K [19, Corollary 3.4]).

定義 2.4. 射影多様体 X ⊆ PN が strangeであるとは, すべての非特異点 x ∈ X の射影
接空間がある共通の点 P ∈ PN を含むことをいう.

定理 2.1 の証明においては実は次も示されている.

系 2.5 (FK [7, Proof of Theorem 1.2]). 標数 p > 0 の基礎体 k 上の任意の代数関数体 K
に対して, strange な射影モデルX ⊆ PN が存在する:

つまり正標数の場合, 特異点を許せばどんな射影多様体も strange となるように射影空
間に埋め込める.

3. 射影多様体の双正則埋め込み

3.1. 階数零のガウス写像をもつ射影埋め込み. 問題 1.5の解決を目指して, 深澤氏および
古川氏との共同研究 [8]においては, もっとも極端な場合を想定して, 射影多様体 X ⊆ PN

の内在的性質として以下の (GMRZ) を導入し, (GMRZ) をみたす射影多様体について調
べた:

(GMRZ) ガウス写像 γ が rk γ = 0 となる双正則埋め込み X ↪→ PM が存在する.

注意 3.1. 射影多様体 X が (GMRZ) を満たすのは正標数の場合に限る. さらに詳しく,
標数 p > 0 のとき, rk γ = 0 となるためには, K(X) においてK(γ(X)) ⊆ K(X)p となる
ことが必要十分である.

(GMRZ) をみたす典型は次である:

例 3.2. 標数 p > 0 における次数 d のフェルマー超曲面 Fd は, d ≡ 1 mod p ならば
(GMRZ) をみたす. 実際, X のガウス写像を計算すると X のフロベニウス写像を経由す
ることが簡単にわかる. 同様にして, 次数が上記条件を満たすフェルマー超曲面たちの完
全交叉も (GMRZ) を満たすことがわかる.

例 3.3. 標数 p > 0 の場合, (GMRZ) を満たす例として以下が知られている:

(1) 射影空間 Pn (FK [7, Example 3.1]).
(2) 楕円曲線 (K [19, Theorems 5.1, 5.2]).
(3) 丹後曲線3 (K [19, Corollary 6.5]).

3.2. 主結果. 我々の研究 [8] において鍵となる結果は次である.

定理 3.4 (FFK [8, Theorem 0.2]]). 射影多様体X と不分岐射 f : P1 → X に対してその
法束をNf := ker(f ∗ : f∗Ω1

X → Ω1
P1)∨ により定義する. X は f(P1)の各点で非特異であ

り, N∨
f ≅

⊕
i ≥ −1 OP1(i)ri (ri ≥ 0) とする.

(1) X が (GMRZ) をみたすならば ri−1 = 0 または ri = 0 (∀i ≥ 0) が成り立つ.

2“p-基底”などの定義については [24, §26]を参照のこと.
3“丹後曲線”の定義については [30], [32] 参照のこと.
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(2) さらに ri > 0 (i ≥ 0) ならば p = 2 または p|i + 1となり, r−1 > 0 ならば dγι ≡ 0
となる任意の ι : X ↪→ PM に対して p| deg f ∗ι∗OPM (1) − 1 となる.

注意 3.5. 定理 3.4においてN∨
f が i = −2,−3 などの直和因子をもつ場合も同様の結果は

証明できる.

基本的な射影多様体に対して, 含まれている射影直線の法束の分解型調べ定理 3.4 を用
いると直ちに次を得る.

定理 3.6 (FFK [8, Theorem 0.3]). (1) セグレ多様体
∏

1≤i≤r Pni (r ≥ 2, ni ≥ 1) が
(GMRZ) をみたす⇔ p = 2 かつ ni = 1 (∀i).

(2) グラスマン多様体 G(l, Pm) (0 ≤ l < m) が (GMRZ) をみたす⇔ l = 0 または
l = m − 1.

(3) 2 次超曲面X ⊆ PN (N ≥ 3) が (GMRZ) をみたす⇔ p = 2 かつ N = 3.
(4) 3次超曲面X ⊆ PN (N ≥ 3) が (GMRZ) をみたす⇒ p = 2.

定理 3.6 (4) についてはさらに詳しく, 次が示される:

定理 3.7 (FFK [8, Theorem 0.4]). 非特異 3次超曲面 X ⊆ PN (N ≥ 5) が (GMRZ) をみ
たすのは標数 p = 2 のフェルマー超曲面と射影同値となる場合に限る.

この定理 3.7 は標数 p = 2 におけるフェルマー 3次超曲面の特徴付けから従う:

定理 3.8 (FFK [8, Theorem 4.4]; Cf. A. Hefez [12, §9], [13, I (14)], R. Pardini [28,
(2.1)]). 標数 p = 2 の非特異 3次超曲面 X ⊆ PN (N ≥ 3) のガウス写像 γ0 が階数零とな
るのはフェルマー超曲面と射影同値となる場合に限る.

注意 3.9. 定理 3.7 を示す上でのネックは, 非特異 3次超曲面 X に対して, (GMRZ) の仮
定の下 rk dγ0 = 0 となることを示す点にある. 現在のところ, それを示すためにN ≥ 5 の
仮定が必要である.

定理 3.10 (FFK [8, Theorem 0.5]). 次数 3 ≤ d ≤ 2N − 3 の一般の超曲面X ⊆ PN が
(GMRZ) をみたすならば, 標数 p = 2 かつ d = 2N − 3となる.

注意 3.11. 一般の超曲面 X ⊆ PN が (GMRZ) をみたし次数 d が 3 ≤ d ≤ 2N − 3 とな
るとき, X に含まれる射影直線に対して定理 3.4を適用することにより d = N − 1 また
は d = 2N − 3 となることはただちに導かれる. したがって, 定理 3.10 の証明においては
d ̸= N − 1 を示すことがポイントとなる. 証明では, さらに X に含まれる 2 次曲線に着
目し, その法束を詳しく調べて定理 3.4を適用する.

注意 3.12. 次数 d の一般超曲面 X ⊆ PN に対して, X に含まれる PN の直線 L の族の
期待次元は 2N − 3 − d = χ(NL/X), X に含まれる PN の 2次曲線 C の族の期待次元は
3N − 2 − 2d = χ(NC/X) により与えられる.

3.3. 主要部分束. ここでは定理 3.4の証明を与える.
射影多様体 X 上の直線束L に対してその第 1位主要部分束をP1

X(L) と書くことにす
る ([10, §16], [29, §2]). 付随して次の自然な完全列が定義される:

(ξ) 0 → Ω1
X ⊗OX

L → P1
X(L) → L → 0

さらに射影多様体 X ⊆ PN に対して一般全射準同型写像

a1 : H0(PN ,OPN (1)) ⊗k OX ³ P1
X(OX(1))

が自然に定義される. X のガウス写像は厳密には, G(n, PN) をH0(PN ,OPN (1)) の n + 1
次元商線型空間のなすグラスマン多様体とみなしたときの普遍性により a1 から誘導され
る有理写像X 99K G(n, PN) として定義される (ただし n := dim X である). 実際, 非特異
点 x ∈ X において a1 は全射となり, その射影化により自然に誘導される

P(H0(PN ,OPN (1))) ←↩ P(P1
X(OX(1))x ⊗OX,x

k(x))
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は, 自然な同一視 PN = P(H0(PN ,OPN (1))) により TxX = P(P1
X(OX(1))x ⊗OX,x

k(x)) と
なることが局所座標を取って計算すると簡単に確かめられる.
ここで, 射影直線 P1 上のベクトル束OP1(a1)

r1 ⊕ · · · ⊕ OP1(am)rm に対して, その分解
型 (splitting type)を [ar1

1 , . . . , arm
m ]により定義し, それらを同一視することにする:

OP1(a1)
r1 ⊕ · · · ⊕ OP1(am)rm = [ar1

1 , . . . , arm
m ].

A. Grothendieckの定理により P1上のすべてのベクトル束は上記の通り直線束の直和に
分解することに注意する ([11, V, Exercise 2.6]).

補題 3.13 (K [18, (1.2)]).

P1
P1(OP1(a)) =

{
[a, a − 2], if p|a,

[a − 12], otherwize.

命題 3.14 (FFK [8, Proposition 1.2]). 射影多様体 X と不分岐射 f : P1 → X に対し
てその法束を Nf := ker(f ∗ : f ∗Ω1

X → Ω1
P1)∨ により定義し, X は f(P1)の各点で非特

異とする. N∨
f = [−1r−1 , 0r0 , . . . , iri , . . . ] とするとき, 埋め込み ι : X ↪→ PM に対して

a := deg f∗ι∗OPM (1)とおくと次が成り立つ:

f∗P1
X(ι∗OPM (1)) =

{
[a − 2, a − 1r−1 , ar0+1, a + 1r1 , a + 2r2 , . . . , a + iri , . . . ], if p|a,

[a − 1r−1+2, ar0 , a + 1r1 , a + 2r2 , . . . , a + iri , . . . ], otherwise.

証明. これは補題 3.13, 3.15 から従う. ¤
補題 3.15 (FFK [8, Lemma 1.3]). 命題 3.14と同じ仮定のもと, X 上の直線束 L に対し
て次の分裂完全系列がある:

(ζ) 0 → N∨
f ⊗ f ∗L → f ∗P1

X(L) → P1
P1(f ∗L) → 0.

証明. 準同型写像 f ∗P1
X(L) → P1

P1(f ∗L) が自然に誘導され f の仮定により全射となる. X
上の L と P1 上の f ∗L に対する完全列 (ξ) から上の完全列 (ζ) を得る. 補題 3.13とN∨

f

に対する仮定から Ext1(P1
P1(f ∗L), N∨

f ⊗ f ∗L) = 0 となるので (ζ) は分裂する. ¤

命題 3.16 (FFK [8, Proposition 1.4]). 命題 3.14と同じ仮定のもと, X が (GMRZ) をみ
たすならば標数 p を法として f∗P1

X(ι∗OPM (1)) ≡ [0n+1] となる.

証明. H0(PM ,OPM (1)) ⊗ OG(n,PM ) ³ Q を G(n, PM) 上の普遍商束とする. ガウス写像
γ の定義により f(P1) の近傍では P1

X(ι∗OPM (1)) ≅ γ∗Q が成り立つ. dim γ(f(P1)) =
0 とすると f∗P1

X(ι∗OPM (1)) は自明なベクトル束となり結論は明らかに成り立つので,
dim γ(f(P1)) = 1 としてよい. L′ を γ(f(P1)) の正規化とし, γ′ : P1 → L′ を γ から
誘導される射とすると

f∗P1
X(ι∗OPM (1)) ≅ γ′∗QL′ ,

が成り立つ. ただしQL′ は Q の L′ への引き戻しである. dγ は恒等的に零なので dγ′ も
恒等的に零となり, したがって γ′ の次数は p の倍数となる. f ∗P1

X(ι∗OPM (1)) の分解型は
QL′ の分解型に γ′ の次数を乗じたものと一致するので結論が従う. ¤
定理 3.4 の証明. 命題 3.14, 3.16から従う. ¤

4. 応用: 射影多様体上の有理曲線の幾何

定義 4.1. 射影多様体 X において有理曲線 f : P1 → X が自由 (free)であるとは接束の引
き戻し f∗TX が大域切断で生成されることをいう. 自由な有理曲線 f が極小 (minimal)4

であるとは, f ∗TX = [2, 1d−2, 0n−d+1] となることをいう. ただし, d := deg(−f∗KX),
n := dim X とする.

4[14] においては “標準的 (standard)” とよばれている.



GAUSS MAP OF RANK ZERO 6

注意 4.2. 極小有理曲線族は,射影空間や2次超曲面の特徴付け ([1], [4], [5], [6], [25], [26]),
ファノ多様体の研究 ([2], [3], [27]), VMRT (:= variety of minimal rational tangents) の
理論 ([14], [15], [16], [17], [21]) において, 重要な役割を果たしている.

標数 p = 0 において極小自由有理曲線の存在を保証する最も基本的な結果のひとつは
次であろう:

定理 4.3 ([22, (IV.2.10)]). 標数 p = 0 の射影多様体 X においては, 自由有理曲線が存在
すれば, 極小自由有理曲線が存在する.

正標数においてはこの基本的定理の結論は成り立たない:

定理 4.4 (FFK [8, Theorem 3.2]). 標数 p > 0 における次数 ep + 1 (p > 0, e ∈ N) のフェ
ルマー超曲面X ⊆ PN に対して, N ≥ 2ep + 1 ならば, X 上に自由有理曲線は存在するが,
極小自由有理曲線は存在しない.

その証明には次の結果が鍵となる:

定理 4.5 (FFK [8, Theorem 0.1]). 標数 p > 0 の射影多様体 X が極小自由有理曲線に対
して f(P1) の各点において非特異であるとする. X が (GMRZ) をみたし ι : X ↪→ PM の
ガウス写像の階数が零であるとする. このとき, 以下のいずれかが成り立つ:

(1) deg(−f ∗KX) = n + 1, a > p かつ p|a − 1;
(2) deg(−f ∗KX) = p = 2 かつ 2|a,

ただし, a = deg f ∗ι∗OPM (1), n = dim X である.

なお, 定理 4.5における両方の場合は確かに起きる:

例 4.6 (FFK [8, Example 3.1]). (1) 標数 p > 0における射影空間 Pn は (GMRZ) を
みたし, 直線 L ⊆ Pn は極小自由で deg(−KPn|L) = n + 1となる.

(2) 標数 p = 2 におけるセグレ多様体 (P1)n は (GMRZ) をみたし, ファイバー L :=
P1 × {一点 } ⊆ (P1)nは極小自由で deg(−K(P1)n|L) = 2 = pとなる.

例 4.7 (FFK [8, Example 3.5]). 標数 p = 2 のフェルマー 3次曲面X ⊆ P3 は (GMRZ) を
みたす. さらに

(1) 捩じれ 3次曲線 C3 ⊆ X は極小自由で deg(−KX |C3) = 3 = 2 + 1となる.
(2) 2次曲線 C2 ⊆ X は極小自由で deg(−KX |C2) = 2 = pとなる.
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