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1 はじめに
射影平面上での幾何学において「（二次曲線に関する）双対原理」というものが存在す
る。これは既約二次曲線といくつかの直線と点に関する命題に対し、直線と点をそれぞれ
対応する点と直線に置き換えて新たな命題が得られるというものである。こうして得られ
る命題（定理）を双対命題（定理）といい命題の真偽が同値であることが分かっている。
本論文では射影平面上の幾何定理とその双対定理について Grassmann-Cayley algebra

を用いて考察する。Grassmann-Cayley algebraは外積代数に演算を追加して得られる代
数であり、これを用いることで射影空間の点と直線に関する幾何的条件を多項式として表
示することができる。これにより幾何的条件についてグレブナー基底を用いた計算代数学
の理論を適用できるようになる。
これまで、幾何的条件を多項式として表示するツールとして Grassmann-Cayley alge-

bra の研究においては、幾何定理の自動証明のためのアルゴリズムが盛んに調べられて
いる。
本研究ではまず射影平面上の幾何定理としてパスカルの定理とその双対定理であるブリ
アンションの定理について Grassmann-Cayley algebra を用いたアルゴリズムによる自
動証明を行い、その過程で得られる Grassmann-Cayley algebraの式を比較することで、
双対性に関する定理を得た。

主定理 1 (定理 4.2)

C を射影平面 P2 上の非退化な二次曲線、P,B を方程式 P = 0, B = 0によりパスカルの
定理、ブリアンションの定理の結論を表す Grassmann-Cayley algebraの式とする。
このとき、C のヘッシアンを Aとすると、

B = A4P

となり、方程式 P = 0と B = 0は同値である。

これは 2 つの定理の双対性が多項式としては二次曲線のヘッシアンの累乗倍として表
れていることを示しており、これにより幾何的条件の同値性が保たれていることを表して
いる。
さらに、より一般的に射影平面上での点と直線の双対関係を Grassmann-Cayley alge-

braを用いて記述することで「Grassmann-Cayley algebra版双対原理」を求めた。
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主定理 2 (定理 5.4)

射影平面上の二次曲線に関する双対原理において、命題が Grassmann-Cayley algebra

の方程式として表されているとする。
この時、方程式に現れる点と直線を極線と極に入れ替え、さらに全ての joinとmeetを入
れ替えることで双対命題となる方程式が得られる。

これにより Grassmann-Cayley algebra の方程式として表されている射影平面上の幾
何命題について双対命題となる方程式を直接的に得ることができるようになる。
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2 準備
まず、多項式計算に用いるグレブナー基底の理論について準備する。
以下の定義、定理は [1]を参照。

定義 2.1 (単項式順序)

体 k 上の多項式環 k [x1, . . . , xn]における単項式順序とは次の性質を満たす Zn
≥0 の順序

>によって定義される単項式の集合 {xα|α ∈ Zn
≥0}の順序付けである。

1. >は Zn
≥0 の全順序である。

2. α > β で γ ∈ Zn
≥0 とすれば、α+ γ > β + γ である。

3. >は Zn
≥0 の整列順序である。

定義 2.2 (グレブナー基底)

多項式環 k [x1, . . . , xn] において単項式順序を固定する。イデアル I の有限部分集合
G = {g1, . . . .gt}がグレブナー基底であるとは

〈LT(g1), . . . ,LT(gt)〉 = 〈LT(I)〉

を満たすことと定義する。
(LT(gi):gi の先頭項、LT(I):I の元の先頭項で生成されるイデアル)

定理 2.3 (割り算アルゴリズム)

単項式順序を一つ固定し、F = (f1, . . . , fs)を k [x1. . . . , xn]の順序付けられた s個の多
項式の組とする。このとき、どんな f ∈ k [x1, . . . , xn]も

f = a1f1 + a2f2 + · · ·+ asfs + r

と、ai, r ∈ k [x1, . . . , xn] を使って書ける。さらに、r は 0 であるか、または単項式の k

係数の線型結合で、どの単項式も LT(f1), . . . ,LT(fs)のいずれでも割り切れない。
この r を、f を F で割った余りと呼ぶ。
さらに、もし aifi 6= 0ならば

multideg(f) ≥ multideg(aifi)

である。
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Proof. 証明と具体的なアルゴリズムは [1]参照

命題 2.4 (グレブナー基底による割り算)

G = {g1, . . . , gt} は I ⊂ k [x1, . . . , xn] のグレブナー基底であり、f ∈ k [x1, . . . , xn] と
する。
このとき、次の二つの条件を満たす多項式 r ∈ k [x1, . . . , xn]がただ一つ存在する。

1. r のどの項も LT(g1), . . . ,LT(gt)のどれかで割り切れない。
2. f = g + r となる g ∈ I が存在する。

特に、割り算アルゴリズムにおいて、G の元がどのように並んでいても r は f を G で
割ったときの余りである。

Proof. [1]参照

次に、Grassmann-Cayley algebraを用いるために必要な定義・定理を述べる。

定義 2.5 (外積代数 (W. H. Greub, [3]))

V を d次元 Cベクトル空間とする。V の k 次外積代数 ∧k
(V )と k 次 join

∧k とは V

ベクトル空間と V × · · · × V から∧k
(V )への歪対称 k 重線形写像で以下の普遍性を持つ

ものである。
任意の歪対称 k 重線型写像 ψ = V × · · · × V → F について線形写像 f :

∧k
(V ) → F で

ψ = f ◦
∧k となるものが一意に存在する。

詳しくは [3]を参照
ここで (a1, . . . , ak) ∈ V k について∧k

(a1, . . . , ak) = a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak と書き、
∧
(V ) :=⊕d

k=0

∧k
(V )を V の外積代数と定義する。

ここで {e1, . . . , ed}を Vの任意の基底とすると ∧k
(V )は

{ej1 ∨ ej2 ∨ · · · ∨ ejk|1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ d}

を基底とする部分空間あり ∧
(V )は次数付き Cベクトル空間となる。

この時

dim
k∧
(V ) =

(
d

k

)
, dim

∧
(V ) = 2d

となる。

以下の定義、定理は [2]を参照。

6



定義 2.6 (extensor)

任意の a1, . . . , ak ∈ V (k ≥ d) について ai =
∑d

j=1 aijej であるとすると多重線型性、
反対称性より

a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak =
∑

1≤j1<...<jk≤d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 a1j2 · · · a1jk
a2j1 a2j2 · · · a2jk
...

...
. . .

...
akj1 akj2 · · · akjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ej1 ∨ ej2 ∨ · · · ∨ ejk

となり、A ∈
∧k

(V ) が A = a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak (a1, a2, . . . , ak ∈ V ) であるとき A を
extensor(of step k) といい、以降これを A = a1a2 · · · ak と略記する。

定義 2.7 (Corresponding linear subspace)

A = a1a2 · · · ak を 0でない step k の extensorとする。
Aを a1, a2, . . . , ak を基底とする V の部分線形空間とする。
この時 Aは A = {ν ∈ V : A ∨ ν = 0}として extensorAにより定まり、また Aもスカ
ラー倍を除いて Aにより定まるので、これらは一対一に対応する。

補題 2.8

extensor A ∨ B が 0でないことと a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bj が相異なる一次独立なベ
クトルであることは同値
また、この時

A+B = A ∨B = span{a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bj}.

Proof. [2]参照

注意 2.9

以降は対応 e1e2 · · · ed 7→ 1によって 1次元ベクトル空間 ∧d
(V )を基礎体 Cと同一視す

る。
これによりステップ dの extensorを d個のベクトルによって構成される行列式として表
すことができ、これを [a1, a2, . . . , ad] := a1a2 · · · ad と書く。

定義 2.10 (meet operation)

任意の extensor A = a1a2 · · · aj , B = b1b2 · · · bk (j + k ≥ d) の meetA ∧ B を∧j+k−d
(V )の元として

A ∧B :=
∑
σ

sign(σ)
[
aσ(1). . . . .aσ(d−k).b1. . . . .bk

]
aσ(d−k+1) · · · aσ(j)
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で定める。ここで総和∑は {1, 2, . . . , j}の置換 σ で σ(1) < σ(2) < · · · < σ(d− k)かつ
σ(d− k + 1) < σ(d− k + 2) < · · · < σ(j)となるものの総和とする。
この置換を (d− k, j − (d− k))の shuffles という。

注意 2.11

任意の step j, k の extensor A,B について j + k = dの時、注意 2.9の同一視の下でス
カラーとして

A ∨B = A ∧B

となる。

以上で定めた 2つの演算によって Grassmann-Cayley algebraを定義する。

定義 2.12 (Grassmann-Cayley algebra)

Grassmann-Cayley algebraとはベクトル空間∧
(V )に 2つの演算 ∨,∧を定めた代数で

ある。

また、meetについては以下のことが言える。

定理 2.13

extensorA,B について
(a)A ∧B = (−1)(d−k)(d−j)B ∧A.
(b)2つの extensorの meetは extensor.

(c)A ∧B 6= 0 ⇐⇒ A+B = V.

この時 A ∧B = A ∩B すなわち、meetは線型部分空間の共通部分に対応する。

Proof. [2]参照

以上のことから射影平面 P2 上の点 a, b, c, d, e, f について以下のことが言える。

命題 2.14

a, b, c, d, e, f ∈ P2 について
(a)直線 abは step2の extensor(a ∨ b)に対応する。
(b)直線 abと cdの交点は step1の extensor(a ∨ b) ∧ (c ∨ d)に対応する。（abと cdは相
異なる直線とする）
(c)3直線 ab, cd, ef が一点で交わることと (a ∨ b) ∧ (c ∨ d) ∧ (e ∨ f) = 0は同値。
(d)3点 a, b, cが同一直線上にあることは a ∨ b ∨ c = 0と同値。
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3 Grassmann-Cayley algebraを用いた定理の証明
Grassmann-Cayley algebraを用いて実際に以下の定理を証明する。

定理 3.1 (パスカルの定理 (難波, [4]))

P2 の二次曲線上の 6 点 a, b, c, d, e, f について af と cd の交点を g、ab と ed の交点を
h、bcと ef の交点を iとすると g, h, iは同一直線上にある。

この定理は代数的方法、射影幾何的方法、さらにユークリッド幾何的証明を行ったのち
それを射影する等様々な方法で証明されているが [4]、Grassmann-Cayley algebra を用
いて証明することでこの定理がアルゴリズムを用いた自動証明が可能であることが示さ
れる。

Proof. ”g, h, i が同一直線上にある”という条件を Grassmann-Cayley algebra を用いて
表すと、(af ∧ cd) ∨ (ab ∧ ed) ∨ (bc ∧ ef) = 0となり左辺を展開すると、

(af ∧ cd) ∨ (ab ∧ ed) ∨ (bc ∧ ef) = ([acd] f − [fcd] a) ∨ ([aed] b− [bed] a)

∨ ([bef ] c− [cef ] b)

= [acd] [aed] [bef ] [fbc]− [acd] [aed] [cef ] [fbb]

− [acd] [bed] [bef ] [fac] + [acd] [bed] [cef ] [fab]

− [fcd] [aed] [bef ] [abc] + [fcd] [aed] [cef ] [abb]

+ [fcd] [bed] [bef ] [aac]− [fcd] [bed] [cef ] [aab]

= − [acd] [ade] [bef ] [bcf ] + [acd] [bde] [bef ] [acf ]

− [acd] [bde] [cef ] [abf ] + [cdf ] [ade] [bef ] [abc]
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となる。さらに行列式を展開すると、
− [acd] [ade] [bef ] [bcf ] + [acd] [bde] [bef ] [acf ]

− [acd] [bde] [cef ] [abf ] + [cdf ] [ade] [bef ] [abc]

= −a21b1b2c22d1d3e2e3f23 + a1a2b
2
1c

2
2d1d3e2e3f

2
3 · · · (720 terms) (3.1.1)

が得られ、これを 6点 a, b, c, d, e, f が二次曲線 F 上にあることを表す 6式
u200a

2
1 + u020a

2
2 + u002a

2
3 + u110a1a2 + u101a1a3 + u011a2a3 = 0,

u200b
2
1 + u020b

2
2 + u002b

2
3 + u110b1b2 + u101b1b3 + u011b2b3 = 0,

u200c
2
1 + u020c

2
2 + u002c

2
3 + u110c1c2 + u101c1c3 + u011c2c3 = 0,

u200d
2
1 + u020d

2
2 + u002d

2
3 + u110d1d2 + u101d1d3 + u011d2d3 = 0,

u200e
2
1 + u020e

2
2 + u002e

2
3 + u110e1e2 + u101e1e3 + u011e2e3 = 0,

u200f
2
1 + u020f

2
2 + u002f

2
3 + u110f1f2 + u101f1f3 + u011f2f3 = 0

で生成されるイデアルのグレブナー基底で割ると余りは 0になる。
よって 6点 a, b, c, d, e, f が二次曲線 F 上にあるとき af と cdの交点、abと edの交点、
bcと ef の交点は一直線上にある。

次の定理はパスカルの定理の双対定理として知られており、これについても同様に
Grassmann-Cayley algebraによる証明を与える。

定理 3.2 (ブリアンションの定理 (難波, [4]))

P2 の二次曲線上の 6 点での接線で構成される六角形を P1P2P3P4P5P6 とすると直線
P1P4, P2P5, P3P6 は一点で交わる。

Proof. 二次曲線を F = u200x
2 + u020y

2 + u002z
2 + u110xy + u101xz + u011yz とし、六

角形を構成する接線の接点をそれぞれ a, b, c, d, e, f (a = (a1, a2, a3, . . . , f = f1, f2.f3))
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とすると点 P1 は
aでの接線

∂F

∂x
(a)x+

∂F

∂y
(a)y +

∂F

∂x
(a)z = 0

と bでの接線
∂F

∂x
(b)x+

∂F

∂y
(b)y +

∂F

∂x
(b)z = 0

の交点であるので ∂F
∂x (a) 6= 0 (∵ P1 6= 0)として整理すると

P1 = (
∂F

∂z
(a)

∂F

∂y
(b)− ∂F

∂y
(a)

∂F

∂z
(b),

∂F

∂x
(a)

∂F

∂z
(b)− ∂F

∂z
(a)

∂F

∂x
(b),

∂F

∂y
(a)

∂F

∂x
(b)− ∂F

∂x
(a)

∂F

∂y
(b))

= ((2u002a3 + u101a1 + u011a2)(2u020b2 + u110b1 + u011b3)

− (2u020a2 + u110a1 + u011a3)(2u002b3 + u101b1 + u011b2),

(2u200a1 + u110a2 + u101a3)(2u002b3 + u101b1 + u011b2)

− (2u002a3 + u101a1 + u011a2)(2u200b1 + u110b2 + u101b3),

(2u020a2 + u110a1 + u011a3)(2u200b1 + u110b2 + u101b3)

− (2u200a1 + u110a2 + u101a3)(2u020b2 + u110b1 + u011b3)).

同様にして P2, . . . , P6 も a, b, c, d, e, f によって表される。
ここで”直線 P1P4, P2P5, P3P6 が一点で交わる”という条件は Grassmann-Cayley alge-

braにおいて P1P4 ∧ P2P5 ∧ P3P6 = 0と表され、この左辺を meetの定義によって展開
すると前節で述べた同一視の下で

(P1P4 ∧ P2P5) ∧ P3P6 = ([P1P2P5]P4 − [P4P2P5]P1) ∧ P3P6

= [P1P2P5] [P4P3P6]− [P4P2P5] [P1P3P6]

= [P1P3P6] [P2P4P5]− [P1P2P5] [P3P4P6] .

これに a, b, c, d, e, f で表した P1, . . . , P6 の座標を代入し、行列式を展開すると
[P1P3P6] [P2P4P5]− [P1P2P5] [P3P4P6]

= 4096u4200u
4
020u

4
002a

2
1b1b2c

2
2d1d3e2e3f

2
3 − · · · (46080 terms) (3.2.1)

が得られこれを前定理の証明と同じグレブナー基底で割ると余りは 0となる。
よって 6 点 a, b, c, d, e, f が二次曲線 F 上にあるときそれらの接線で構成される六角形
P1P2P3P4P5P6 について直線 P1P4, P2P5, P3P6 は一点で交わる。

11



さらにパスカルの定理については射影平面上の 6点 a,b,...,fがパスカルの定理の条件を
満たすことと 6点を通る二次曲線が存在することが同値であることも以下のようにして示
される。

Proof. (B. Sturmfels, [2])

6式

u200a
2
1 + u020a

2
2 + u002a

2
3 + u110a1a2 + u101a1a3 + u011a2a3 = 0,

u200b
2
1 + u020b

2
2 + u002b

2
3 + u110b1b2 + u101b1b3 + u011b2b3 = 0,

u200c
2
1 + u020c

2
2 + u002c

2
3 + u110c1c2 + u101c1c3 + u011c2c3 = 0,

u200d
2
1 + u020d

2
2 + u002d

2
3 + u110d1d2 + u101d1d3 + u011d2d3 = 0,

u200e
2
1 + u020e

2
2 + u002e

2
3 + u110e1e2 + u101e1e3 + u011e2e3 = 0,

u200f
2
1 + u020f

2
2 + u002f

2
3 + u110f1f2 + u101f1f3 + u011f2f3 = 0

について (u200, u020, u002, u110, u101, u011) 6= 0である必要十分条件は∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 a23 a1a2 a1a3 a2a3
b21 b22 b23 b1b2 b1b3 b2b3
c21 c22 c23 c1c2 c1c3 c2c3
d21 d22 d23 d1d2 d1d3 d2d3
e21 e22 e23 e1e2 e1e3 e2e3
f21 f22 f23 f1f2 f1f3 f2f3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

でありこの行列式を展開すると (3.2.1) と一致する為、パスカルの定理の逆も成り立
つ。

4 パスカルの定理とブリアンションの定理の条件の同値性
Grassmann-Cayley algebraを用いてパスカルの定理とブリアンションの定理の幾何的
条件の同値性を証明する。
まず、事実として双対性よりパスカルの定理とブリアンションの定理は幾何命題として同
値であることが知られている。

定理 4.1 (難波, [4])

射影平面 P2 上の非退化な二次曲線においてパスカルの定理とブリアンションの定理は幾
何命題として同値。

これについて Grassmann-Cayley algebraを用いることで以下のことが言える。
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定理 4.2

C を射影平面 P2 上の非退化な二次曲線、P,B を方程式 P = 0, B = 0によりパスカルの
定理、ブリアンションの定理の結論を表す Grassmann-Cayley algebraの式とする
このとき、C のヘッシアンを Aとすると、

B = A4P

となり、方程式 P = 0と B = 0は同値である。

Proof. 前節で得られたブリアンションの定理の条件式 (3.2.1)をパスカルの定理の条件式
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(3.1.1)で割ると、(3.2.1)= B、(3.1.1)= P として

B = (4096u4200u
4
020u

4
002 − 4096u4200u

3
020u

3
002u

2
011 + 1536u4200u

2
020u

2
002u

4
011

− 256u4200u020u002u
6
011 + 16u4200u

8
011 − 4096u3200u

4
020u

3
002u

2
101

− 4096u3200u
3
020u

4
002u

2
110 + 4096u3200u

3
020u

3
002u110u101u011

+ 3072u3200u
3
020u

2
002u

2
101u

2
011 + 3072u3200u

2
020u

3
002u

2
110u

2
011

− 3072u3200u
2
020u

2
002u110u101u

3
011 − 768u3200u

2
020u002u

2
101u

4
011

− 768u3200u020u
2
002u

2
110u

4
011 + 768u3200u020u002u110u101u

5
011

+ 64u3200u020u
2
101u

6
011 + 64u3200u002u

2
110u

6
011 − 64u3200u110u101u

7
011

+ 1536u2200u
4
020u

2
002u

4
101 + 3072u2200u

3
020u

3
002u

2
110u

2
101

− 3072u2200u
3
020u

2
002u110u

3
101u011 − 768u2200u

3
020u002u

4
101u

2
011

+ 1536u2200u
2
020u

4
002u

4
110 − 3072u2200u

2
020u

3
002u

3
110u101u011

+ 1536u2200u
2
020u002u110u

3
101u

3
011 + 96u2200u

2
020u

4
101u

4
011

− 768u2200u020u
3
002u

4
110u

2
011 + 1536u2200u020u

2
002u

3
110u101u

3
011

− 576u2200u020u002u
2
110u

2
101u

4
011 − 192u2200u020u110u

3
101u

5
011

+ 96u2200u
2
002u

4
110u

4
011 − 192u2200u002u

3
110u101u

5
011 + 96u2200u

2
110u

2
101u

6
011

− 256u200u
4
020u002u

6
101 − 768u200u

3
020u

2
002u

2
110u

4
101

+ 768u200u
3
020u002u110u

5
101u011 + 64u200u

3
020u

6
101u

2
011

− 768u200u
2
020u

3
002u

4
110u

2
101 + 1536u200u

2
020u

2
002u

3
110u

3
101u011

− 576u200u
2
020u002u

2
110u

4
101u

2
011 − 192u200u

2
020u110u

5
101u

3
011

− 256u200u020u
4
002u

6
110 + 768u200u020u

3
002u

5
110u101u011

− 576u200u020u
2
002u

4
110u

2
101u

2
011 − 128u200u020u002u

3
110u

3
101u

3
011

+ 192u200u020u
2
110u

4
101u

4
011 + 64u200u

3
002u

6
110u

2
011

− 192u200u
2
002u

5
110u101u

3
011d+ 192u200u002u

4
110u

2
101u

4
011

− 64u200u
3
110u

3
101u

5
011 + 16u4020u

8
101 + 64u3020u002u

2
110u

6
101

− 64u3020u110u
7
101u011 + 96u2020u

2
002u

4
110u

4
101

− 192u2020u002u
3
110u

5
101u011 + 96u2020u

2
110u

6
101u

2
011

+ 64u020u
3
002u

6
110u

2
101 − 192u020u

2
002u

5
110u

3
101u011

+ 192u020u002u
4
110u

4
101u

2
011 − 64u020u

3
110u

5
101u

3
011 + 16u4002u

8
110

− 64u3002u
7
110u101u011 + 96u2002u

6
110u

2
101u

2
011 − 64u002u

5
110u

3
101u

3
011

+ 16u4110u
4
101u

4
011)P

= 16(4u200u020u002 − u200u
2
011 − u020u

2
101 − u002u

2
110 + u110u101u011)

4P
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が得られる。よって (4u200u020u002−u200u2011−u020u2101−u002u2110+u110u101u011) 6= 0

であるとき B = 0と P = 0は同値である。
ここで係数 (4u200u020u002 − u200u

2
011 − u020u

2
101 − u002u

2
110 + u110u101u011)について

2(4u200u020u002 − u200u
2
011 − u020u

2
101 − u002u

2
110 + u110u101u011)

=

∣∣∣∣∣∣
2u200 u110 u101
u110 2u020 u011
u101 u011 2u002

∣∣∣∣∣∣
となり二次曲線のヘッシアンと一致する。よって二次曲線が非退化な時これは 0 ではな
く、パスカルの定理とブリアンションの定理の同値性が保たれる。

以上の議論により Grassmann-Cayley algebra を用いてパスカルの定理とブリアン
ションの定理の幾何的条件の同値性が示されただけでなく、それらの幾何的条件を表す
Grassmann-Cayley algebraの式 (af ∧ cd) ∨ (ab ∧ ed) ∨ (bc ∧ ef)と (P1 ∨ P4) ∧ (P2 ∨
P5)∧ (P3 ∨P6)は多項式として二次曲線 C のヘッシアンの累乗倍であることが分かった。

5 Grassmann-Cayley algebraにおける射影平面上の双対原理
ここまで射影平面上の双対定理としてパスカルの定理とブリアンションの定理につ
いて考察してきた。本節ではより一般的に射影平面上の二次曲線に関する双対原理を
Grassmann-Cayley algebraにより書き直す。

定義 5.1 (極・極線)

射影平面 P2 上の任意の点 v ∈ P2 (v ∈ C3)、P2 上の任意の非退化二次曲線 C について
C = u200x

2 + u020y
2 + u002z

2 + u110xy + u101xz + u011yz とすると斉次関数としての
C の偏微分により C3 上の双線型形式

[·, ·] : C3 × C3 → C ; [v,w] =
∂C

∂x
(v)w1 +

∂C

∂y
(v)w2 +

∂C

∂z
(v)w3

(v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3))

が定まる。
(∂C∂x (v) = 2u200v1 + u110v2 + u101v3,

∂C
∂y (v) = 2u020v2 + u110v1 + u011v3,

∂C
∂z (v) = 2u002v3 + u101v1 + u011v2)

またこれにより双対空間への線形写像

ϕ[·,·] : C3 → Č3 ; ϕ[·,·](v) = (
∂C

∂x
(v),

∂C

∂y
(v),

∂C

∂z
(v))
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が得られる。これは C が非退化であるため Č3 への同型写像である。
よって、誘導される射影変換を

Φ[·,·] : P2 → P̌2 ; Φ[·,·](v) = (
∂C

∂x
(v) :

∂C

∂y
(v) :

∂C

∂z
(v))

とする。
ここで、P2 の点に対して v の像に対応する直線 Φ[·,·](v)

∗ を C における点 v の極線とい
い、また P2 の直線 Lに対して、Φ−1

[·,·](L
∗) ∈ P2 を C における直線 Lの極という。

定理 5.2 (射影平面における二次曲線に関する双対原理 (難波, [4]))

射影平面上の既約二次曲線と、いくつかの点と直線に関する命題において点と直線を極
と極線の対応に従い入れ替えて得られる命題を双対命題といい、これは元の命題が真であ
るとき真である。

これは、言い換えれば P2 の点と直線による命題について対応する P̌2 の元を考え、そ
れらによる命題を得るというものである。
よって、双対原理の Grassmann-Cayley algebra における言い換えを得るためには、

Grassmann-Cayley algebra の方程式で表された P2 上の幾何命題についても式に現れる
元とそれらの間の演算が P̌2 においてはどのように対応しているのかを考えればよい。

定理 5.3

P2 上の Grassmann-Cayley algebraにおいて任意の extensor A,B の meet及び join

A ∨B , A ∧B

は P̌2 上の Grassmann-Cayley algebraにおいて

A∗ ∧B∗ , A∗ ∨B∗.

ここで、A∗, B∗はA,Bに対応する P2の点もしくは直線の極線、極を P̌2上のGrassmann-

Cayley algebraにおける extensorとして表したものとする。

Proof. A,B の stepを (i, j)として場合分けを考える。
(i, j) = (1, 2) もしくは (i, j) = (2, 1) の時は注意 2.9 より A ∨ B , A ∧ B 及び A∗ ∧
B∗ , A∗ ∨B∗ は全てスカラーとして等しくなるのでよい。
次に (i, j) = (1, 1)の場合、つまり 2つの点の joinが対応する 2つの極線の meetに対応
することを示す。
2つの点を a = (a1 : a2 : a3), b = (b1 : b2 : b3)とする。このとき、対応する極線は非退
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化二次曲線を C とすると P2 の直線として

Φ[·,·](a)
∗ =

∂C

∂x
(a)x+

∂C

∂y
(a)y +

∂C

∂z
(a)z,Φ[·,·](b)

∗ =
∂C

∂x
(b)x+

∂C

∂y
(b)y +

∂C

∂z
(u)z

となる。
ここで、この 2直線を step 2 の extensor としてみると定理 2.12(c) より 2直線の meet

は共通部分、つまり交点に対応する。さらに、部分線形空間の対応の一意性よりこれは交
点を P とすると step 1の extensor aと等しい。
また、この交点の座標は C = u200x

2 + u020y
2 + u002z

2 + u110xy + u101xz + u011yz と
すると

P = (
∂C

∂z
(a)

∂C

∂y
(b)− ∂C

∂y
(a)

∂C

∂z
(b),

∂C

∂x
(a)

∂C

∂z
(b)− ∂C

∂z
(a)

∂C

∂x
(b),

∂C

∂y
(a)

∂C

∂x
(b)− ∂C

∂x
(a)

∂C

∂y
(b))

= ((2u002a3 + u101a1 + u011a2)(2u020b2 + u110b1 + u011b3)

− (2u020a2 + u110a1 + u011a3)(2u002b3 + u101b1 + u011b2),

(2u200a1 + u110a2 + u101a3)(2u002b3 + u101b1 + u011b2)

− (2u002a3 + u101a1 + u011a2)(2u200b1 + u110b2 + u101b3),

(2u020a2 + u110a1 + u011a3)(2u200b1 + u110b2 + u101b3)

− (2u200a1 + u110a2 + u101a3)(2u020b2 + u110b1 + u011b3))

として得られ、この極に対する極線は P2 の直線として

Φ[·,·](P )
∗ =

∂C

∂x
(P )x+

∂C

∂y
(P )y +

∂C

∂z
(P )z.

ここに a, bを代入すると

Φ[·,·](P )
∗(a) =

∂C

∂x
(P )a1 +

∂C

∂y
(P )a2 +

∂C

∂z
(P )a3

= 0,

Φ[·,·](P )
∗(b) =

∂C

∂x
(P )b1 +

∂C

∂y
(P )b2 +

∂C

∂z
(P )b3

= 0

となるのでこれは直線 a ∨ b.

最後に、(i, j) = (2, 2)の場合は P2 = ˇ̌P2 より P̌2 上の Grassmann-Cayley algebra につ
いて (i, j) = (1, 1)の場合を考えれば同様にして示せる。
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よって、双対原理を Grassmann-Cayley algebra を用いて書き直すと以下のように
なる。

定理 5.4 (Grassmann-Cayley algebra版射影平面上の双対原理)

射影平面上の二次曲線に関する双対原理において、命題が Grassmann-Cayley algebra

の方程式として表されているとする。
この時、方程式に現れる点と直線を極線と極に入れ替え、さらに全ての joinとmeetを入
れ替えることで双対命題となる方程式が得られる。

この定理より前節で述べたパスカルの定理とブリアンションの定理の幾何的条件が
Grassmann-Cayley algebraでの式として双対に対応していると言える。

系 5.5 (パスカルの定理とブリアンションの定理の幾何的条件の双対性)

Grassmann-Cayley algebraにおける式としてパスカルの定理の条件式

(af ∧ cd) ∨ (ab ∧ ed) ∨ (bc ∧ ef) = 0

とブリアンションの定理の条件式

(P1 ∨ P4) ∧ (P2 ∨ P5) ∧ (P3 ∨ P6) = 0

は双対。
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