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概要

不変式環の生成元を具体的に求めることは Emmy Norther による研究以降さまざまに行われていた. 今

までに不変式環の生成元が決定されている例は, 群の作用が線型なものであった. 今回新たに, ２通りの非

線形な作用に関して, 不変式環の生成元を決定することができた. また線型な作用に関する不変式環の生成

元の個数に関する上限をあたえている Noether’s degree bound について非線形な場合に対して示した.

記号 1. ２つの多項式環 C[x1, . . . , xn],C]y1, . . . , ym] の間の C 代数準同型 ϕ は, 各変数 x1, . . . , xn について

の ϕ での値となる多項式 f1 = ϕ(x1), . . . , fn = ϕ(xn) ∈ C[y1, . . . , ym] から定まる. このような準同型を

ϕ : C[x1, . . . , xn] −→ C[y1, . . . , yn]
ϕ(x1, . . . , xn) = (f1, . . . , fn)

というようにあらわす.

定理 2. 巡回群 C2 = ⟨τ | τ2 = 1⟩ の多項式環 C[a, b, x, y] への次のような非線形な作用 [L.Moser-Jauslin93]

を考える.

C2 −→ AutC(C[a, b, x, y]).
τ : C[a, b, x, y] −→ C[a, b, x, y].

τ(a, b, x, y) = (b, a,−b3x+ (1 + ab+ (ab)2)y, (1− ab)x+ a3y).

この不変式環は次のようになる.

C[a, b, x, y]C2 = C[a+ b, ab, f1, f
2
2 , (a− b)f2].

ここで, 多項式 f1, f2 は次のようなものである.

f1 = (2− a− b− ab+ a2b+ b2 − b3)x

+ (2− a+ a2 + a3 − a4 − b+ ab− a2b+ a2b2)y.

f2 = (1− a+ 2b+ a2b− 2ab2 + b3)x

+ (−1− 2a− a4 + b− ab+ 2a3b− a2b2)y.

定理 3. 対称群 S3 = ⟨σ, τ | σ3 = 1, τ2 = 1, τσ = σ2τ⟩ の多項式環 C[a, b, x, y] への次のような線型化不可能
な作用 [Freudenburg, L.Moser-Jauslin02]を考える.

S3 −→ AutC(C[a, b, x, y]).
σ, τ : C[a, b, x, y] −→ C[a, b, x, y].

σ(a, b, x, y) = (ωa, ω2b, x, y).

τ(a, b, x, y) = (b, a,−b3x+ (1 + ab+ (ab)2)y, (1− ab)x+ a3y).

ここで, ω は 1 の原始 3乗根の１つである. この不変式環は次のようになる.

C[a, b, x, y]S3 = C[f1, . . . , f9].
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ここで, 多項式 f1, . . . , f9 は次のようなものである.

f1 = a3y − abx+ x+ y.

f2 = a2b2y + aby − b3x+ x+ y.

f3 = a3y2 − abxy + xy.

f4 = a2b2xy + abxy − b3x2 + xy.

f5 = a5b2y2 + a4by2 − 2a3b3xy + a3y2 + ab4x2 − b3x2 + 2xy.

f6 = a3b3y + a3y − ab4x+ b3x.

f7 = a3x+ a2b5y + ab4y − b6x+ b3y.

f8 = ab.

f9 = a3 + b3.

線形な群作用に関する不変式環については, 不変式環の生成元の個数に関する上限が次にようにあたえられ

ている.

事実 4. (Noether’s degree bound : [Sturmfels08]) 有限群 G が多項式環 C[x1, . . . , xn] に線型に作用してい

るとする. 自然数 N を次のように定める.

N = inf{s | ある不変式 f1, . . . , fs について C[x1, . . . , xn]
G = C[f1, . . . , fs]}.

これは不変式環を生成するために必要な不変式の最小個数である. このとき次の不等式が成り立つ.

N ≤
(
n+ |G|
|G|

)
.

定理 3の計算を一般の有限群の作用に対して行うことで, Noether’s degree bound の一般化を行うことがで

きた.

定理 5. (Noether’s degree bound の一般化) 有限群 G が多項式環 C[x1, . . . , xn] に作用しているとする. 自

然数 N を次のように定める.

N = inf{s | ある不変式 f1, . . . , fs について C[x1, . . . , xn]
G = C[f1, . . . , fs]}.

これは不変式環を生成するために必要な不変式の最小個数である. このとき次の不等式が成り立つ.

N ≤
(
(n+ 1)|G|

|G|

)
.
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