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有限群と不変式環の周辺

基礎体 k については複素数体 k = C.
先行研究

G : 線型簡約代数群,R : 有限生成 C代数,G ↷ R =⇒ RG : 有限生成

生成元をあたえる/生成元の個数 ← 有限群の線形な作用.

私の方針

非線形な有限群の作用について不変式環を求める.

大槻　隼也 (楫研究室所属) 非線形な群作用の不変式環 2020 年 2 月 7 日 2 / 23



Notation

定義　群作用

G : 群.

G ↷ C[x1, . . . , xn] : 作用
def⇐⇒群準同型 G → AutC(C[x1, . . . , xn]).

記号

G : 群,G ↷ C[x1, . . . , xn] : 作用.

不変式環 C[x1, . . . , xn]G = {f ∈ C[x1, . . . , xn] | σ(f ) = f (∀σ ∈ G )}.
C代数準同型 φ : C[x1, . . . , xn] −→ C[y1, . . . , ym].

φ(x1, . . . , xn) = (f1, . . . , fn). (φ(xi ) = fi )
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定義

以下では G : 有限群 とする.

線型な群作用

作用 G ↷ C[x1, . . . , xn] : 線型
def⇐⇒ ∀σ ∈ G , σ(xi ) : 斉次１次多項式.

線型化可能な群作用 (⇝ 主定理１)

作用 G ↷ C[x1, . . . , xn] : 線型化可能
def⇐⇒ ∃P ∈ AutC(C[x1, . . . , xn]), P−1GP ↷ C[x1, . . . , xn] : 線型.

線型化不可能な群作用 (⇝ 主定理２)

作用 G ↷ C[x1, . . . , xn] : 線型化不可能
def⇐⇒線型化可能ではない.
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線型な群作用の具体例

文字の置換による作用 S3 ↷ C[x1, x2, x3].

S3 = ⟨σ = (123), τ = (12)⟩.
σ(x1, x2, x3) = (x2, x3, x1).

τ(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3).

このとき

C[x1, x2, x3]S3 = C[s1, s2, s3].

ここで s1, s2, s3 は基本対称式である.

s1 = x1 + x2 + x3, s2 = x1x2 + x2x3 + x3x1, s3 = x1x2x3.
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線型な群作用

C ベクトル空間 V に対して, 有限群 G の表現を考える.
=⇒ C[V ] への作用が線型な群作用をあたえる.

C[x1, . . . , xn]G が次数付き C 代数になる.
=⇒ Noether’s degree bound / 不変式環の計算アルゴリズムがある.

本研究では singular ver4.1.2 にて finvar.lib を用いて線型な作用に関する
不変式環を計算した.
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非線型な群作用

以下のタイプの問題が考えられている.

Thm. ([Freudenburg, L.Moser-Jauslin02])

次の作用 S3 = ⟨σ, τ | σ3 = 1, τ2 = 1, τσ = σ2τ⟩↷ C[a, b, x , y ].

S3 −→ AutC(C[a, b, x , y ]).
σ, τ : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ].

σ(a, b, x , y) = (ωa, ω2b, x , y).

τ(a, b, x , y) = (b, a,−b3x + (1 + ab + (ab)2)y , (1− ab)x + a3y).

ここで, ω は 1 の原始 3乗根の１つである.
この作用は線型化不可能な作用である.

また C2 = ⟨τ⟩ ⊂ S3 = ⟨σ, τ⟩ による部分表現を主定理１で考える.
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主結果

主定理１

次の作用 ([L.Moser-Jauslin93]) C2 = ⟨τ | τ2 = 1⟩↷ C[a, b, x , y ].

C2 −→ AutC(C[a, b, x , y ]).
τ : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ].

τ(a, b, x , y) = (b, a,−b3x + (1 + ab + (ab)2)y , (1− ab)x + a3y).

この不変式環は次のようになる.

C[a, b, x , y ]C2 = C[a+ b, ab, f1, f
2
2 , (a− b)f2].

f1 = (2− a− b − ab + a2b + b2 − b3)x

+ (2− a+ a2 + a3 − a4 − b + ab − a2b + a2b2)y .

f2 = (1− a+ 2b + a2b − 2ab2 + b3)x

+ (−1− 2a− a4 + b − ab + 2a3b − a2b2)y .
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主結果

主定理２

次の作用 ([Freudenburg, L.Moser-Jauslin02])
S3 = ⟨σ, τ | σ3 = 1, τ2 = 1, τσ = σ2τ⟩↷ C[a, b, x , y ].

S3 −→ AutC(C[a, b, x , y ]).
σ, τ : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ].

σ(a, b, x , y) = (ωa, ω2b, x , y).

τ(a, b, x , y) = (b, a,−b3x + (1 + ab + (ab)2)y , (1− ab)x + a3y).

ここで, ω は 1 の原始 3乗根の１つである.
この不変式環は次のようになる.
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主結果

主定理２

この不変式環は次のようになる.

C[a, b, x , y ]S3 = C[f1, . . . , f9].

f1 = a3y − abx + x + y .

f2 = a2b2y + aby − b3x + x + y .

f3 = a3y2 − abxy + xy .

f4 = a2b2xy + abxy − b3x2 + xy .

f5 = a5b2y2 + a4by2 − 2a3b3xy + a3y2 + ab4x2 − b3x2 + 2xy .

f6 = a3b3y + a3y − ab4x + b3x .

f7 = a3x + a2b5y + ab4y − b6x + b3y .

f8 = ab.

f9 = a3 + b3.
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主定理３

Thm.(Noether’s degree bound:B.Sturmfels, [Sturmfels08])

G : 有限群,G ↷ C[x1, . . . , xn] : 線型な作用. 自然数 N を次のように定
める.

N = inf{s | ∃f1, . . . , fs : 不変式, C[x1, . . . , xn]G = C[f1, . . . , fs ]}.

このとき

N ≤
(
n + |G |
|G |

)
.
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主結果

主定理３ (Noether’s degree bound の一般化)

G : 有限群,G ↷ C[x1, . . . , xn] : 作用. 自然数 N を次のように定める.

N = inf{s | ∃f1, . . . , fs : 不変式, C[x1, . . . , xn]G = C[f1, . . . , fs ]}.

このとき

N ≤
(
(n + 1)|G |
|G |

)
.
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主結果

主定理１

次の作用 ([L.Moser-Jauslin93]) C2 = ⟨τ | τ2 = 1⟩↷ C[a, b, x , y ].

C2 −→ AutC(C[a, b, x , y ]).
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2
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主定理１

Lemma.

G : 有限群,G ↷ C[x1, . . . , xn] : 作用,P ∈ AutC(C[x1, . . . , xn]).
共役な群の作用に関する不変式環が

C[x1, . . . , xn]P
−1GP = C[f1, . . . , fs ]

ならば
C[x1, . . . , xn]G = C[P(f1), . . . ,P(fs)].

（証明）
これは P(C[x1, . . . , xn]P

−1GP) = C[x1, . . . , xn]G から従う. □
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主定理１

Thm.([L.Moser-Jauslin93])

多項式環 C[a, b, x , y ] の自己同型 P を次のように定める.

P : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ].
P(a, b, x , y) = (a, b, f1, f2).

f1 = (2− a− b − ab + a2b + b2 − b3)x .

+ (2− a+ a2 + a3 − a4 − b + ab − a2b + a2b2)y .

f2 = (1− a+ 2b + a2b − 2ab2 + b3)x

+ (−1− 2a− a4 + b − ab + 2a3b − a2b2)y .

この P によって C2 ↷ C[a, b, x , y ] は線型化可能である.
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主定理１

（主定理１の証明）共役な群の作用は

P−1C2P −→ AutC(C[a, b, x , y ])
P−1τP : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ]
P−1τP(a, b, x , y) = (b, a, x ,−y)

であり

C[a, b, x , y ]P
−1C2P = C[a+ b, ab, x , y2, (a− b)y ]

C[a, b, x , y ]C2 = C[P(a+ b),P(ab),P(x),P(y2),P((a− b)y)].
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主結果

主定理２

次の作用 ([Freudenburg, L.Moser-Jauslin02])
S3 = ⟨σ, τ | σ3 = 1, τ2 = 1, τσ = σ2τ⟩↷ C[a, b, x , y ].

S3 −→ AutC(C[a, b, x , y ]).
σ, τ : C[a, b, x , y ] −→ C[a, b, x , y ].

σ(a, b, x , y) = (ωa, ω2b, x , y).

τ(a, b, x , y) = (b, a,−b3x + (1 + ab + (ab)2)y , (1− ab)x + a3y).

ここで, ω は 1 の原始 3乗根の１つである.
この不変式環は次のようになる.
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主定理２

（主定理２の証明）次の線型な作用
S3 = ⟨σ, τ | σ3 = 1, τ2 = 1, τσ = σ2τ⟩↷ C[A,B,X ,Y ,Z ,W ] に関する不
変式環を計算する.

S3 −→ AutC(C[A,B,X ,Y ,Z ,W ]).

σ, τ : C[A,B,X ,Y ,Z ,W ] −→ C[A,B,X ,Y ,Z ,W ].

σ(A,B,X ,Y ,Z ,W ) = (ωA, ω2B,X ,Y ,Z ,W ).

τ(A,B,X ,Y ,Z ,W ) = (B,A,Z ,W ,X ,Y ).
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主定理２

この不変式環は次のようになる.

C[A,B,X ,Y ,Z ,W ]S3 = C[F1, . . . ,F9].

F1 = Y +W . F2 = X + Z . F3 = YW .

F4 = XZ . F5 = XY + ZW . F6 = A3Y + B3W .

F7 = A3X + B3Z . F8 = AB. F9 = A3 + B3.
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主定理２

多項式 p1, p2 ∈ C[a, b, x , y ] を定義する.

p1 = −b3x + (1 + ab + (ab)2)y .

p2 = (1− ab)x + a3y .

次の多項式環の間の全射 C 代数準同型を考える.

ϕ : C[A,B,X ,Y ,Z ,W ] −→ C[a, b, x , y ].
ϕ(A,B,X ,Y ,Z ,W ) = (a, b, x , y , p1, p2).
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主定理２

これは S3 準同型なので, 不変式環の間に誘導される写像

ϕ : C[A,B,X ,Y ,Z ,W ]S3 −→ C[a, b, x , y ]S3

は再び全射である [向井 08]. なので求める不変式環は

C[a, b, x , y ]S3 = ϕ(C[A,B,X ,Y ,Z ,W ]S3)

= ϕ(C[F1, . . . ,F9]) = C[ϕ(F1), . . . , ϕ(F9)]

と計算できる.
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主結果

主定理３ (Noether’s degree bound の一般化)

G : 有限群,G ↷ C[x1, . . . , xn] : 作用. 自然数 N を次のように定める.

N = inf{s | ∃f1, . . . , fs : 不変式, C[x1, . . . , xn]G = C[f1, . . . , fs ]}.

このとき

N ≤
(
(n + 1)|G |
|G |

)
.

これは G ↪→ GL(C) で置換行列として表現することに対応している.

この結果について

一般の作用の bound をより小さくしていく.

線型な場合の bound と一致するかしないかを判定する.
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