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有限グラフ上のトーリックイデアル

イントロダクション

動機

整数計画問題に対し、緩和変数を導入し係数に指数を対応させるこ
とでトーリックイデアルの Gröbner basisが問題の解を与えること
が知られている。

従来研究� �
universal Gröbner basis と Graver basis の包含関係を利用し
Graver basisを求める方法は研究されている。� �

⇓
今回の研究� �
Graver basisから universal Gröbner basisを求めるため、二つの
集合の差集合について研究した。� �
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イントロダクション

整数計画問題の例

次のような輸送の問題を考える。輸送会社の経営者の立場で利益の
最大化を図ろう。
顧客 Aは体積 2立方メートル、重量 400キログラムの荷物を、
顧客 Bは体積 3立方メートル、重量 500キログラムの荷物を
輸送する需要がある。A,Bはそれぞれ荷物一つにつき 11＄,15＄を
支払う。
会社は体積 20立方メートル、重量 3700キログラムまで運ぶことが
できるトラックを所有しているが、それぞれの顧客からどのように
荷物を輸送するのが利益を最大化するだろうか？
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イントロダクション

問題を式で表すと、

4A+ 5B + C = 37
2A+ 3B + D = 20
A,B,C ,D ∈ Z

ただし、C ,D は緩和変数である。すると、イデアル

I = ⟨z14z22 − w1, z1
5z2

3 − w2, z1 − w3, z2 − w4⟩

に対し z1 > z2 > z3 > z4 > w1 > w2 とした辞書式順序で得られる
Gröbner basis G で f = z1

37z2
20 を簡約化した f

G
= w1

4w2
4w3 が

解 (A,B) = (4, 4)を与えている。
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主定理

主定理

有限グラフ G から生起する配置 AG のトーリックイデアル IG に属
する任意の二項式 fΓ と対応する閉路 Γについて以下が成り立つ。
fΓ は原始的だがサーキットではない二項式であるとき、Γは

(C1,C
′
3,C2,C

′′
3 )

の形で表される閉路になる。
ただし、C1 の始点と C ′

3 の始点と C ′′
3 の終点、C ′

3 の終点と C ′′
3 の始

点と C2 の始点はそれぞれ一致し、
C1 = (ei1 , . . . , ei2p−1),C2 = (ej1 , . . . , ej2q−1)はそれぞれ長さが奇数の
閉路、C3 = (ek1 , . . . , ek2r )は長さが偶数の閉路、
C ′
3 = (ek1 . . . . , eks ),C

′′
3 = (eks+1 , . . . , ek2r )はそれぞれ C3 に含まれ

る路とする。
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準備

定義 1(配置)[1]

A = {a1, . . . , an} ⊂ Zd が Qd の配置であるとは、原点を通過しな
い超平面H ⊂ Qd を適当に選んで A ⊂ Hとできることをいう。

定義 2(トーリック環)[1]

配置 Aに付随するトーリック環とは、
K [A] = K [ta1 , . . . , tan ]⊂ K [t, t−1]= K [t1, t1

−1, . . . td , td
−1]

である。
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準備

定義 3(トーリックイデアル)[1]

n変数多項式環 K [x] =K [x1, . . . , xn]を用意し以下のように準同型
を定める。
π : K [x] →K [A]

xi 7→ tai

この時、IA = Ker(π)を Aのトーリックイデアルという。

定義 4(Gröbner basis)[2]

K [x]の単項式順序 <とイデアル I について G = {g1, . . . , gs} ⊂ I
が I の <に関する Gröbner basisであるとは、in<(I ) = in<(G)が
成立することをいう。ただし、in<(I ), in<(G)はそれぞれ I ,G のイ
ニシャルイデアルである。また、各 gi について in<(gi )の係数は 1
かつ i ̸= j のとき gj の単項式は in<(gi )で割り切れないという条件
を満たすとき G は被約であるという。
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準備

定義 5(単体)[1]

配置 Aに含まれるアフィン独立な点の最大個数を δ + 1であると
き、次元を δ と定義する。F ⊂ Aがアフィン独立な点からなるとき
F を Aの単体といい、とくに δ + 1個の点からなるとき極大な単
体という。
極大な単体 F が ZF= ZAを満たすとき、F は基本単体であるとい
う。単体 F について、F ⊂ F ′ をみたす基本単体 F ′ が存在すると
き、F は単模であるという。
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準備

定義 6(三角形分割、単模配置)[1]

配置 Aの三角形分割 ∆ = {F1, . . . ,Fk : Fiは単体 }とは、以下の条
件を満たすものをいう。
( i )F ∈ ∆,F ′ ⊂ F ⇒ F ′ ∈ ∆
(ii)F ,F ′ ∈ ∆ ⇒ CONV (F ) ∩ CONV (F ′) = CONV (F ∩ F ′)
(iii)CONV (A) =

∪
F∈∆ CONV (F )

三角形分割∆の元 Fi を∆の面といい、∆が単模であるとは、任意
の面が単模であることをいう。また、Aのすべての三角形分割が単
模であるとき、Aは単模配置であるという。
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準備

定義 7(原始的二項式)[1]

二項式 f = u − v ∈ IA が原始的であるとは、f と異なる
g = u′ − v ′ ∈ IA で u′ | u, v ′ | v を満たすものが存在しないことを
いう。
IA の原始的な二項式全体を IA の Graver basisという。

定義 8(universal Gröbner basis)[1]

イデアル I のすべての単項式順序の被約 Gröbner basisの和集合を
universal Gröbner basisという。

定義 9(サーキット)[1]

二項式 f = u − v ∈ IA がサーキットであるとは、
supp(g) ⊊ supp(f )を満たす 0 ̸= g ∈ IA が存在しないことをいう。
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準備

定義 10(有限グラフから生起する配置)[1]

有限グラフ G が頂点集合 V (G ) = {1, . . . , d}、辺集合 E (G )をもつ
とする。e ∈ E (G )が頂点 i , j を結ぶときに ρ(e) = ei+ej と定める。
AG = {ρ(e) : e ∈ E (G )}を有限グラフ G から生起する配置という。
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知られていること

命題 11[2]

配置 Aについて、サーキット全体の集合を CA、universal Gröbner
basisを UA、Graver basisを GrA とかく。このとき、
CA ⊂ UA ⊂ GrA
が成り立つ。
Pf.)[2],pp295-296

補題 12[1]

配置 Aについて、以下は同値
( i )Aは単模配置
(ii)K [x]の任意の全順序 <について in<grlex

(IA)は平方自由
Pf.)[1],pp111-112
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知られていること

補題 13[1]

任意の二項式 f = u − v ∈ IA について、サーキット
g = u′ − v ′ ∈ IA をうまくとると
supp(u′) ⊂ supp(u), supp(v ′) ⊂ supp(v)となるようとれる。
Pf.)変数の個数についての帰納法を用いる。

補題 14[1]

任意のサーキット f = u − v について、次数付き辞書式順序
<grlex , <

′
grlex をうまくとると、次を満たすようにできる。

( i )u = in<grlex
(f ), f ∈ G<grlex

(IA)
(ii)v = in<′

grlex
(f ), f ∈ G<′

grlex
(IA)

Pf.)xi ∈ supp(f ), xj /∈ supp(f ) ⇒ xi <grlex xj , xi <
′
grlex xj かつ

v <grlex u, u <′
grlex v と選べばよい。
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知られていること

命題 15[1]

配置 Aについて、以下は同値
( i )Aは単模配置
(ii)IA の任意のサーキットは square free
(iii)K [x]の任意の全順序 <について <grlex (IA)は平方自由
Pf.)( i ) ⇔ (iii)は補題 12より従う。
(ii) ⇒ ( i )は補題 13から原始的二項式がサーキットになることか
ら従う。
(iii) ⇒ (ii)は補題 14よりサーキット f = u − v について u, v が
square freeとなることから従う。

系 16[2]

Aが単模配置
⇒ CA = UA = GrA
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問題

系 16より単模である配置については CA,UA,GrA が一致すること
がわかる。
; 一般の配置についてこれらの差集合は？

この問に対し、CA と GrA の差を有限グラフから生起する配置につ
いて示したものが主定理にあたる。
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主定理

主定理

有限グラフ G から生起する配置 AG のトーリックイデアル IG に属
する任意の二項式 fΓ と対応する閉路 Γについて以下が成り立つ。
fΓ は原始的だがサーキットではない二項式であるとき、Γは

(C1,C
′
3,C2,C

′′
3 )

の形で表される閉路になる。
ただし、C1 の始点と C ′

3 の始点と C ′′
3 の終点、C ′

3 の終点と C ′′
3 の始

点と C2 の始点はそれぞれ一致し、
C1 = (ei1 , . . . , ei2p−1),C2 = (ej1 , . . . , ej2q−1)はそれぞれ長さが奇数の
閉路、C3 = (ek1 , . . . , ek2r )は長さが偶数の閉路、
C ′
3 = (ek1 . . . . , eks ),C

′′
3 = (eks+1 , . . . , ek2r )はそれぞれ C3 に含まれ

る路とする。
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主定理

具体的な例を示す。

図 1: 原始的だがサーキットでない二項式に対応する閉路

Γ = (ei1 , ei2 , ei3 , ek1 , ek2 , ej1 , ej2 , ej3 , ej4 , ej5 , ej6 , ej1 , ek3 , ek4)
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今後の課題

原始的ではあるが universal Gröbner basisの元ではない二項式につ
いては定式化がなされていない。だが、そのような例を構成する方
法を導くことはできた。

命題 17

有限グラフ G をとる。G に含まれる極小偶サイクル
C = (e1, . . . e2p)に対して以下のような路を定める。
Γi = (ei1 , . . . ei2si−1) ただし、ei と ei+1 と ei1、ei+1 と ei+2 と ei2si−1

が頂点を共有しているとする。このとき、

Γ = (e1, Γ1, . . . , e2p, Γ2p)

に対応する二項式 fΓ は原始的だが universal Gröbner basisの元で
はない。
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今後の課題

こちらも具体的例を示す。

図 2: 原始的だが universal Gröbner basis の元ではない二項式に対応する閉路

C = (e1, e2, e3, e4)
Γ = (e1, e11 , e12 , e13 , e2, e21 , e22 , e23 , e3, e31 , e32 , e33 , e4, e41 , e42 , e43)
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今後の課題

universal Gröbner basisの元ではあるがサーキットではない二
項式

原始的ではあるが universal Gröbner basisの元ではない二項式

有限グラフにおいての Graver basisの計算

一般の配置について
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