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主定理 正多面体群の不変式環は以下のように書ける。

• R[x, y, z]G(4) = R[f2, h3, h4, g6+ ]

• R[x, y, z]G(8) = R[f2, h3, h4, h
′

6 ]

• R[x, y, z]G(20) = R[f2, h
′′

6 , h10, h15]� �
f2（x, y, z）= x2 + y2 + z2

h3（x, y, z）= xyz

h4（x, y, z）= (x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)

g6+（x, y, z）= x2y4 + y2z4 + z2x4

h
′

6（x, y, z）= (x+ y)(x− y)(y + z)(y − z)(z + x)(z − x)

h
′′

6（x, y, z）= (x+ φy)(x− φy)(y + φz)(y − φz)(z + φx)(z − φx)

h10（x, y, z）= (x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)(x+ φ2y)(x− φ2y)

(y + φ2z)(y − φ2z)(z + φ2x)(z − φ2x)

h15（x, y, z）= xyz(x+ φ2y + φz)(x+ φ2y − φz)(x− φ2y + φz)(x− φ2y − φz)

(y + φ2z + φx)(y + φ2z − φx)(y − φ2z + φx)(y − φ2z − φx)

(z + φ2x+ φy)(z + φ2x− φy)(z − φ2x+ φy)(z − φ2x− φy)� �
定義 1（ヒルベルト級数 [1]p29）, 定理 2（Molienの公式 [1]p29）

C :複素数体,　 C[x] := C[x1, x2, . . . , xn],　有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とする。このときヒルベルト級数は

ΦG(t) :=
∞∑
d=0

（dim C[x]Gd )td =
1

|G |
∑
g∈G

1

det(E − tg)

である。ただし、C[x]Gd = { f ∈ C[x] | f は d次斉次式 }である。

定義 3（第 1不変式と第 2不変式 [1]p38）

C : 複素数体,　 C[x] := C[x1, x2, . . . , xn],　有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とする。Gの不変式環 C[x]G が

(＊) ∃θ1, θ2, . . . , θn ∈ C[x]G s.t. θ1, θ2, . . . , θnが代数的独立であり、C[x]Gが C[θ1, θ2, . . . , θn]上自由加群

を満たすとき

C[x]G = ⊕m
j=1 ηj C[θ1, θ2, . . . , θn] (η1 = 1, ηj ∈ C[x]G)

を広中分解といい、θを第一不変式、ηを第二不変式という。

補題 4（ヒルベルト級数と第 1不変式、第 2不変式との関係 [1]p40）

C : 複素数体,　 C[x] := C[x1, x2, . . . , xn],　有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とする。Gの不変式環 C[x]G は条件
(＊)を満たす。このときヒルベルト級数は

ΦG(t) =

 m∑
j=1

tdeg ηj

/ n∏
i=1

(1− tdeg θi)

と計算できる。ただし、θi は第一不変式を、ηj は第二不変式を表す。
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補農5（不変式を見つけるための補廣【21p15）

正多面体群を¢，回転対称性を保つ回転軸Zl，g2，‥り毎それぞれに垂直な原点0を含む平面の方程式をん（1），九（2），…，ん（ん）

とし、Gは†ヱ1，g2，．．．，gた）に推移的に作用していると仮定する。このときGの多項式環への作用は積九：三

九（1）ん（2）・・・ん（た）を定款倍を無視して不変にする。

正20面体【6】p51，52

＜1＞中心0と頂点を通る軸　　　　　＜2＞中心0と辺の中点を通る軸　　　　　＜3＞中心0と面の重心を通る軸

頂点の数Ⅴ �辺の敷居 �面の数ダ 

正20面体 �12 �30 �20 

指標表【9】p29

型 �回転軸の数 �回転角 �対称変換の数 

＜1＞ �6＝Ⅴ／2 �2た訂／5笹＝1，2，3，4） �24 

、＜2＞ �15＝卑／2 �一打 �15 

＜3＞ �10＝ダ／2 �2玩／3（鬼＝1，2） �20 

今回は自明表現打の欄を参照すればいいので、次数2、6、10、15の不変式はG（20）の多項式環への作用で不

変である。
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