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Introduction

正多面体群における不変式環を考察する上で

従来の研究 · · · 複素係数二変数多項式環 (Riemann球 CP1 = C ∪ {∞}上)
が主流。

−→

今回の研究 · · · 実係数三変数多項式環で考察。
Vermaの論文 [2]にある幾何学的考察を基に
具体的に不変式を導出。
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主定理

正 4面体群 G(4)の不変式環は以下のように書ける。

R[x, y, z]G(4) = R[f2, h3, h4, g6+ ]
f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2

h3(x, y, z) = xyz

h4(x, y, z) = (x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)

g6+(x, y, z) = x2y4 + y2z4 + z2x4

正 8面体群 G(8)の不変式環は以下のように書ける。

R[x, y, z]G(8) = R[f2, h3, h4, h
′
6 ]

f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2

h3(x, y, z) = xyz

h4(x, y, z) = (x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)

h
′
6(x, y, z) = (x+ y)(x− y)(y + z)(y − z)(z + x)(z − x)
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主定理

正 20面体群 G(20)の不変式環は以下のように書ける。

R[x, y, z]G(20) = R[f2, h
′′
6 , h10, h15]

f2(x, y, z) =x2 + y2 + z2

h
′′
6 (x, y, z) =(x+ φy)(x− φy)(y + φz)(y − φz)(z + φx)(z − φx)

h10(x, y, z) =(x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z)

(x+ φ2y)(x− φ2y)(y + φ2z)(y − φ2z)(z + φ2x)(z − φ2x)

h15(x, y, z) =xyz(x+ φ2y + φz)(x+ φ2y − φz)(x− φ2y + φz)

(x− φ2y − φz)(y + φ2z + φx)(y + φ2z − φx)

(y − φ2z + φx)(y − φ2z − φx)(z + φ2x+ φy)

(z + φ2x− φy)(z − φ2x+ φy)(z − φ2x− φy)

φは黄金比
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ヒルベルト級数の定義

定義 1 （ヒルベルト級数）[1]p29

C : 複素数体, C[x] := C[x1, x2, . . . , xn], 有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とす
る。このときヒルベルト級数を

ΦG(t) =

∞∑
d=0

（dimC[x]Gd )td

と定義する。ただし、C[x]Gd ={ f ∈ C[x]G | f は d次斉次式 } である。

定理 2 （Molienの公式）[1]p29

C : 複素数体, 有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とする。このときヒルベルト級
数は

ΦG(t) =
1

|G |
∑
g∈G

1

det(E − tg)

となる。ただし、|G |は群 Gの元の個数、E は n× nの単位行列とする。
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第 1不変式と第 2不変式の定義

定義 3 （第 1不変式と第 2不変式）[1]p38

C : 複素数体, C[x] := C[x1, x2, . . . , xn], 有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とす
る。Gの不変式環 C[x]G が

（＊）∃θ1, θ2, . . . , θn ∈ C[x]G s.t. θ1, θ2, . . . , θn が代数的独立であり、
C[x]G が C[θ1, θ2, . . . , θn]上自由加群

を満たすとき

C[x]G = ⊕m
j=1 ηj C[θ1, θ2, . . . , θn]

(η1 = 1, ηj ∈ C[x]G)

を広中分解といい、θ を第 1不変式、η を第 2不変式という。
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ヒルベルト級数と第 1不変式、第 2不変式との関係

補題 4（ヒルベルト級数と第 1不変式、第 2不変式との関係）[1]p40

C : 複素数体, C[x] := C[x1, x2, . . . , xn], 有限部分群 G ⊂ GL(n,C)とす
る。Gの不変式環 C[x]G は条件（＊）を満たす。このときヒルベルト級
数は

ΦG(t) =

 m∑
j=1

tdeg ηj

/ n∏
i=1

(1− tdeg θi)

と計算できる。ただし、θi は第 1不変式を、ηj は第 2不変式を表す。

つまり、ヒルベルト級数を計算すれば

　
分母から第 1不変式の次数とその個数を
分子から第 2不変式の次数とその個数を確かめることができる。
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不変式を見つけるための補題

補題 5 （不変式を見つけるための補題）[2]p15

正多面体群を G, 回転対称性を保つ回転軸 l1, l2, . . . , lk それぞれに垂直な
原点 Oを含む平面の方程式を h(1), h(2), . . . , h(k) とし、Gは {l1, l2, . . . , lk}
に推移的に作用していると仮定する。
このとき Gの多項式環への作用は積 h := h(1)h(2) · · ·h(k) を定数倍を無視
して不変にする。

＜証明＞

h(k) は回転軸 lk に関する回転行列 glk で不変である。また Gの多項式
環への作用は定数倍を無視して {h(1), h(2), . . . , h(k)}の入れ替えとして作用
する。よって積 hを定数倍を無視して不変にする。
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正 20面体群G(20)の不変式

＜ 1＞中心 O と
頂点を通る軸

＜ 2＞中心 O と
辺の中点を通る軸

＜ 3＞中心 O と
面の重心を通る軸

(0,±1,±φ), (±1,±φ, 0), (±φ, 0,±1)

ただし、 φ2 − φ− 1 = 0 ⇐⇒ φ =
1 +

√
5

2
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正 20面体群G(20)の不変式

正 20面体群 G(20)の要素が決定したので、定理 2(Molienの公式)より

Φ(R[x, y, z]G(20), t) =
t8 + t7 − t5 − t4 − t3 + t+ 1

−t11 − t10 + t9 + 2t8 + t7 − t4 − 2t3 − t2 + t+ 1

=
1 + t15

(1− t2)(1− t6)(1− t10)
(1)

次数 2、6、10、15の不変式が 1つずつ存在。（補題 4より）
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

正 20面体群 G(20)は回転群であることから

f2 = x2 + y2 + z2
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

＜ 1＞型（中心 Oと頂点を通る軸）の各回転軸について原点 Oを通る
垂直な平面の方程式を求める。

h
′′
6


x± φy = 0

y ± φz = 0

z ± φx = 0

＜ 1＞中心 O と頂点を通る軸

頂点の数は 12個 −→ 回転軸は 6本
−→ 原点 Oを通る各回転軸に垂直な平面は計 6個
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

＜ 1＞中心 O と頂点を通る軸

h
′′
6


x± φy = 0

y ± φz = 0

z ± φx = 0

各平面の方程式による正 20面体群 G(20)の多項式環への作用は定数倍の
違いを無視して平面の方程式の入れ替えで作用している。

h
′′
6 は正 20面体群 G(20)の多項式環への作用で不変である。

h
′′
6 : = (x+ φy)(x− φy)(y + φz)(y − φz)(z + φx)(z − φx)
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

＜ 2＞型（中心 Oと辺の中点を通る軸）の各回転軸について原点 Oを
通る垂直な平面の方程式を求める。

h15


x = 0 y = 0 z = 0

x± φ2y ± φz = 0

y ± φ2z ± φx = 0

z ± φ2x± φy = 0

＜ 2＞中心 O と辺の中点を通る軸

辺の数は 30本 −→ 回転軸は 15本
−→ 原点 Oを通る各回転軸に垂直な平面は計 15個
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

＜ 2＞中心 O と辺の中点を通る軸

h15


x = 0 y = 0 z = 0

x± φ2y ± φz = 0

y ± φ2z ± φx = 0
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各平面の方程式による正 20面体群 G(20)の多項式環への作用は定数倍の
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h15 は正 20面体群 G(20)の多項式環への作用で不変である。
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(y + φ2z + φx)(y + φ2z − φx)(y − φ2z + φx)(y − φ2z − φx)

(z + φ2x+ φy)(z + φ2x− φy)(z − φ2x+ φy)(z − φ2x− φy)
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～

＜ 3＞型（中心 Oと面の重心を通る軸）の各回転軸について原点 Oを
通る垂直な平面の方程式を求める。

h10


x± y ± z = 0

x± φ2y = 0

y ± φ2z = 0

z ± φ2x = 0

＜ 3＞中心 O と面の重心を通る軸

面の数は 20個 −→ 回転軸は 10本
−→ 原点 Oを通る各回転軸に垂直な平面は計 10個
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正 20面体群G(20)の不変式 ～幾何学的な視点～
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正 20面体群G(20)の不変式

不変式の関係式

(165376φ− 267584)h 2
15 + {4f 9

2 h
′′2
6 − (608φ− 984)f 7

2 h
′′
6 h10+

(182φ−273)f 6
2 h

′′3
6 −(10336φ−16724)f 5

2 h 2
10+(51198φ−82839)f 4

2 h
′′2
6 h10−

(5504φ− 8944)f 3
2 h

′′4
6 + (3557450φ− 5756075)f 2

2 h
′′
6 h

2
10−

(982080φ− 1589040)f2h
′′3
6 h10 + (58752φ− 95040)h

′′5
6 +

(46512450φ− 75258725)h 3
10} = 0 in R[x, y, z]

R[x, y, z]G(20) = R[f2, h
′′
6 , h10, h15]
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正 20面体群G(20)の不変式 ～singularの計算～

� �
第 1 不変式

f2 = x2 + y2 + z2 ,

f
′
6 := 7(x6 + y6 + z6) + (3φ+ 18)(x4y2 + y4z2 + z4x2)− (3φ− 21)(x2y4 + y2z4+

z2x4) + 54x2y2z2,

f10 := 19(x10 + y10 + z10) + (27φ+ 63)(x8y2 + y8z2 + z8x2)− (27φ− 90)(x2y8+

y2z8 + z2x8)+ (42φ+126)(x6y4 + y6z4 + z6x4)− (42φ− 168)(x4y6 + y4z6+

z4x6) + 504(x6y2z2 + y6z2x2 + z6x2y2) + 630(x4y4z2 + y4z4x2 + z4x4y2)

第 2 不変式

g15 := xyz{(x12+y12+z12)− (2φ+12)(x10y2+y10z2+z10x2)+(2φ−14)(x2y10+

y2z10 + z2x10)+ (11φ+51)(x8y4 + y8z4 + z8x4)− (11φ− 62)(x4y8 + y4z8+

z4x8)− 84(x6y6 + y6z6 + z6x6) + 50(x8y2z2 + y8z2x2 + z8x2y2)− (132φ+

24)(x6y4z2 + y6z4x2 + z6x4y2) + (132φ− 156)(x2y4z6 + y2z4x6 + z2x4y6)+

378x4y4z4}� �
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正 20面体群G(20)の不変式 ～singularの計算～

不変式の関係式 (singular)

10125g15
2 + (54329344f2

15−35012608f2
12f

′
6 + 9106944f2

9f
′
6
2−

718848f2
10f10 − 1190080f2

6f
′
6
3+304128f2

7f
′
6f10 + 72625f2

3f
′
6
4−

14040f2
4f

′
6
2f10 − 48816f2

5f10
2 − 1125f

′
6
5 − 3375f2f

′
6
3f10+

10260f2
2f

′
6f10

2−405f10
3) = 0 in R[x, y, z]

(再記)不変式の関係式

(165376φ− 267584)h 2
15 + {4f 9

2 h
′′2
6 − (608φ− 984)f 7

2 h
′′
6 h10+

(182φ−273)f 6
2 h

′′3
6 −(10336φ−16724)f 5

2 h 2
10+(51198φ−82839)f 4

2 h
′′2
6 h10−

(5504φ− 8944)f 3
2 h

′′4
6 + (3557450φ− 5756075)f 2

2 h
′′
6 h

2
10−

(982080φ− 1589040)f2h
′′3
6 h10 + (58752φ− 95040)h

′′5
6 +

(46512450φ− 75258725)h 3
10} = 0 in R[x, y, z]
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正 20面体群G(20)の不変式 ～singularの計算～

不変式の関係式 (singular)

10125g15
2 + (54329344f2

15−35012608f2
12f

′
6 + 9106944f2

9f
′
6
2−

718848f2
10f10 − 1190080f2

6f
′
6
3+304128f2

7f
′
6f10 + 72625f2

3f
′
6
4−

14040f2
4f

′
6
2f10 − 48816f2

5f10
2 − 1125f

′
6
5 − 3375f2f

′
6
3f10+

10260f2
2f

′
6f10

2−405f10
3) = 0 in R[x, y, z]

(再記)不変式の関係式

(165376φ− 267584)h 2
15 + {4f 9

2 h
′′2
6 − (608φ− 984)f 7

2 h
′′
6 h10+

(182φ−273)f 6
2 h

′′3
6 −(10336φ−16724)f 5

2 h 2
10+(51198φ−82839)f 4

2 h
′′2
6 h10−

(5504φ− 8944)f 3
2 h

′′4
6 + (3557450φ− 5756075)f 2

2 h
′′
6 h

2
10−

(982080φ− 1589040)f2h
′′3
6 h10 + (58752φ− 95040)h

′′5
6 +

(46512450φ− 75258725)h 3
10} = 0 in R[x, y, z]
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正 20面体群G(20)の不変式

幾何学的な視点により求めた h
′′
6 , h10, h15 と計算ソフト singularで導出した

f
′
6 , f10, g15 との関係を考えると

(6φ− 9)h
′′
6 + 7f 3

2 − f
′
6 = 0

(1610φ− 2605)h10 + 76f 5
2 + (246φ− 369)f 2

2 h
′′
6 − 4f10 = 0

(144φ− 233)h15 − g15 = 0
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