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1 Introduction

Border basisと呼ばれる basisに対して、parameterを付与した時に parameterの値によって本当に border

basisとなりうるかどうかを判定したい。そのための新たなツールとして parameterized border basisについ

て述べる。

多項式環 k[x1, . . . , xn]について、単項式集合 Tn := {xa1
1 · · ·xan

n | ai ∈ Z≧0}を定める。

Definition 1.1. 　 S,O を空でない Tn の部分集合とする。

(a) S の closure S とは次の Tn の部分集合である。S := {t ∈ Tn| t|t′ ∃t′ ∈ S}.
(b) O = O である時 O を orderと言う。order idealとも言う。

Definition 1.2. order O について O の border ∂O とは次のことを言う。

∂O := (x1O ∪ . . . ∪ xnO) \ O.

order O = {t1, . . . , tµ}と border ∂O = {b1, . . . , bν}を定めた上で

Definition 1.3. 次のような多項式の集合 G = {g1, . . . , gν}を O-border prebasisと呼ぶ。

gj = bj −
µ∑

i=1

αijti (αij ∈ k , 1 ≦ i ≦ µ , 1 ≦ j ≦ ν)

Definition 1.4. O-border prebasis G = {g1, . . . , gν}に対し、Gを含む k[x1, . . . , xn]のイデアル I に対し

て、次の同値な条件を満たす Gを I の O-border basisと呼ぶ。

(a) O は P/I における k-ベクトル空間の basisである。

(b) I ∩ ⟨O⟩k = {0}.
(c) k[x1, . . . , xn] = I ⊕ ⟨O⟩k.

2 parameterized border basis

parameter e1, . . . , em を含めた有理関数係数多項式環 k(e1, . . . , em)[x1, . . . , xn]（以後 k(e)[x]と省略して

書く)について考える。

Definition 2.1. I ⊂ k(e)[x]を zero-dimensional idealとし、I ∩ ⟨O⟩k(e) = {0}となるような適当な order

O = {t1, . . . , tµ}と、対応する border ∂O = {b1, . . . , bν}を取り、O-border basis G = {g1, . . . , gν}を取る。

gi = bi −
µ∑

j=1

αij(e)tj (αij ∈ k(e) eの有理関数)

このような border basis Gに対し、次のような G′ = {g′1, . . . , g′ν}を取る

g′i = βi(e)bi −
µ∑

j=1

α′
ij(e)tj (α′

ij , βi ∈ k[e])

1



この g′i は g′i = βi(e)gi であり、e について既約であるものとする。特に、任意の i に対し

V (βi(e), α
′
i1(e), . . . , α

′
iµ(e)) = ϕ である。具体的には既約な αij の分母にあたる e の多項式を uij と

した時 βi(e) = LCM(ui1, . . . , uiµ)を取ればよい。この時この G′ = {g′1, . . . , g′ν}をここでは parameterized

O-border basisと呼ぶものとする。

Theorem 2.2. zero-dimensional ideal I ⊂ k(e)[x]と a ∈ km に対して定める写像

ϕa : k[e][x] → k[x] (f(e, x) 7→ f(a, x))

について、Iaをϕa(I ∩ k[e][x])により生成された k[x]のイデアルとする。I の O-border basis Gと、対応す

る parameterized O-border basis G′ について次のことが成り立つ。

ϕa(G
′)は定数倍された Iaの O-border basisである⇔ βi(a) ̸= 0 (∀i = 1, . . . , µ)

3 Example

Figure 3.1. (パップスの定理）
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A(0, 0), B(1, 0), C(e1, 0), A
′(e2, e3), B

′(e4, e5), C
′(e6, e7)
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