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Introduction

Border basisとは 0次元イデアルに対して用いられる basisの一種で
あり、計算代数、代数幾何学などにも用いられている。

border basis G の代表的な特徴として

多項式をあるアルゴリズムで G による割り算をすると余りが一
意的である

G の先頭項をある程度自在に選べる

生成元を微変化をさせた場合でも G に大きな変化が生じない

など、Gröbner basisに似て異なる性質を持つ。[KR2]

February 1, 2016 2 / 24



Introduction

border basisは 0次元に限った basisである。
⇒変数をパラメータ化すれば 0次元としてみなせる。

しかしパラメータを付随した border basisはパラメータを固定
すると border basisでなくなる可能性がある。
⇒これを判断する策として border basisとパラメータに関する
新たな定理を得た。

さらに、この定理を利用した新たな応用法も見出した。
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Definitions toward border basis[KR2]

P := k[x1, . . . , xn] , Tn := {xa11 . . . xann |ai ∈ Z≥0}
.
Order
..

......

Tn ⊃ S , S := {x ∈ Tn| x |x ′ ∃x ′ ∈ S}(S の closure)

S = S である時 S を orderと言う。(order idealとも言う）

.
Border
..

......

Oは orderであるとする。

∂O := (x1O ∪ . . . ∪ xnO) \ O
この ∂Oを Oの borderと呼ぶ。

以下、注釈のない Oは全て orderあるものとする。
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Example
.
Closure
..

......S = {x4, xy 2, y 3}→ S = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}

.
Border
..

......

O = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}
→ ∂O = {x5, x4y , x3y , x2y , x2y 2, xy 3, y 4}

x

y

1 x
4

y
3

closure

February 1, 2016 5 / 24



Example
.
Closure
..

......S = {x4, xy 2, y 3}→ S = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}

.
Border
..

......

O = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}
→ ∂O = {x5, x4y , x3y , x2y , x2y 2, xy 3, y 4}

x

y

1 x
4

y
3

order

February 1, 2016 5 / 24



Example
.
Closure
..

......S = {x4, xy 2, y 3}→ S = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}

.
Border
..

......

O = {1, x , x2, x3, x4, y , xy , xy 2, y 2, y 3}
→ ∂O = {x5, x4y , x3y , x2y , x2y 2, xy 3, y 4}

x

y

1 x
4

y
3

border

order

February 1, 2016 5 / 24



Border basis[KR2]

.
Border basis
..

......

O = {t1, . . . tµ}及び ∂O = {b1, . . . bν}について次の gi のような多
項式の集合 G = {g1, . . . , gν}を O-border prebasisと呼ぶ。

gi = bi −
µ∑

i=1

αijti

更にこのような G を含むイデアル I について次の同値な条件を満た
すとき G を I の O-border basisと言う。

剰余環上での O = {t1, . . . , tµ}は P/Iの k-ベクトル空間の基底

I ∩ ⟨O⟩k = {0}
P = I ⊕ ⟨O⟩k
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Example (border basis)[KR2][T]

f1 =
1
4
x2 + y 2 − 1, f2 = x2 + 1

4
y 2 − 1, I = ⟨f1, f2⟩

O = {1, x , y , xy}, ∂O = {x2, x2y , xy 2, y 2}
I の O-border basis

G =


x2 − 4

5
,

x2y − 4
5
y ,

xy 2 − 4
5
x ,

y 2 − 4
5


なお O′ = {1, x , x2, y}で I の O′-border basisを取ろうとした場合
I ∩ ⟨O′⟩k ∋ x2 − 4

5
̸= 0

であるため border basisとしての条件を満たさない。
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Example (border basis)[KR2][T]

f̃1 =
1
4
x2 + y 2 − 1 + ϵxy ,f̃2 = x2 + 1

4
y 2 − 1 + ϵxy , Ĩ = ⟨f̃1, f̃2⟩

O = {1, x , y , xy}, ∂O = {x2, x2y , xy 2, y 2}
Ĩ の O-border basis

G =


x2 + 4ϵ

5
xy − 4

5
,

x2y − 16ϵ
16ϵ2−25

x + 20
16ϵ2−25

y ,
xy 2 + 20

16ϵ2−25
y − 16ϵ

16ϵ2−25
y ,

y 2 + 4ϵ
5
xy − 4

5


このように生成元を微小変化させても borderに影響が出ない。
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Border basisの特徴

Border basisの特徴には一例として

多項式をあるアルゴリズムで G による割り算をすると余りが一
意的である

G の先頭項をある程度自在に選べる

生成元を微変化をさせた場合でも G に大きな変化が生じない

ことなどが挙げられた。
これに対して parameterを付与した border basisについて考える。
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k(e)を係数に持つ border basis

parameter e1, . . . , em の有理関数を係数とした多項式環
k(e1, . . . , em)[x1, . . . , xn](=: k(e)[x ])について考えたい。

次の例は曲線のイデアルに対して、一つの文字を parameterとして
みなして 0次元イデアルとして border basisを求めてみる。
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k(e)を係数に持つ border basis

k[x , y , z ]において f1 = xyz − 1, f2 = x − y , I = ⟨f1, f2⟩とする。
zをパラメータとした k(z)[x , y ]上で I を Iz と定義しなおす。
O = {1, y}の時の Iz の O-border basisを求める。

G = {x − y , xy − 1

z
, y 2 − 1

z
}

.
question
..

......

z = 0の時は？それ以外の値を代入した時でも果たして border basis
として Iz ∩ ⟨O⟩k = {0}が成り立つのか？
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parameterized border basis

.
Main def : parameterized border basis
..

......

I ⊂ k(e)[x ]を zero-dimensional idealとし、I ∩ ⟨O⟩k(e) = {0}となる
適当な order O = {t1, . . . , tµ},border ∂O = {b1, . . . , bν}を取り、I
の O-border basis G = {g1, . . . , gν}を取る。これに対し

g ′
i = βi(e)bi −

µ∑
j=1

α′
ij(e)tj (α′

ij , βi ∈ k[e])

= βi(e)gi と置く

各 g ′
i が e について既約である時この G ′ = {g ′

1, . . . , g
′
ν}を

parameterized border basisと呼ぶことにする。
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parameterized border basis theorem

.
Main theorem
..

......

a ∈ km に対して次の写像を定める。

ϕa : k[e][x ] → k[x ] (f (e, x) 7→ f (a, x))

また zero-dimensional ideal I ⊂ k(e)[x ]と、Ia を ϕa(I ∩ k[e][x ])によ
り生成された k[x ]のイデアルとする。I の O-border basis G と、対
応する I の parameterized O-border basis G ′ について次のことが
成る。

ϕa(G
′)は定数倍された Iaの O-border basisである

⇔ βi(a) ̸= 0 (∀i = 1, . . . , µ)
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Example1（イデアルの 0次元化）

f1 = xyz − 1, f2 = x − y , I = ⟨f1, f2⟩

この I から成る曲線のイデアルを zを parameterとした k(z)[x , y ]上
で O = {1, y}における Iz の parameterized O-border basisを求め
ると

G = {x − y , (z)xy − 1, (z)y 2 − 1}

この orderでは z ̸= 0において border basisとしての活用ができる。
逆に、z = 0の時 Ia = 1であり Ia ∩ ⟨1, y⟩Q ∋ {1}
{1} ̸= {0}であり border basisでないことがわかる。
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Example2（曲面回帰）

border basisはイデアルの生成元を微変化をさせた場合でも
basisに大きな変化が生じない

この性質を利用した曲線回帰が用いられている。（[AFT][T]）

この性質と今回の parameterを用いるイデアルの 0次元化を応用し
て、曲面回帰を行った。
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Example2（曲面回帰）

曲面 xy − z を意識した以下の 0次元でない 4曲線を考える。
I1 = ⟨xy − 1

100
, z⟩,I2 = ⟨xy − 1, z − 1⟩,

I3 = ⟨xy − 19
10
, z − 2⟩,I4 = ⟨xy − 3, z − 31

10
⟩

この 4曲線を通るイデアル I ⊂ k(y)[x , z ]について
O = {1, z , z2, z3}で I の parameterized border basisを求めると

G=


(y)x − 389

13020
z3 + 5843

43400
z2 − 142537

130200
z − 1

100

(y)xz − 1
21
z3 − 53

70
z2 − 41

210
z

(y)xz2 − 22
21
z3 + 12

35
z2 − 31

105
z

(y)xz3 − 127
21
z3 + 404

35
z2 − 682

105
z

z4 − 61
10
z3 + 113

10
z2 − 62

10
z


y = 0だと border basisとならないが微小変化させることを考慮する
と xy − z に十分近い値が取れることが考えられる。
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Example3（stable）

ここからは本定理を用いることによる更なる応用法について述べる。

先ほどは述べなかったが曲線回帰には stableという条件が必要とさ
れている。その条件を調べる方法も parameterized border basisで求
めることができる。ここでは具体的な例のみを挙げる。詳しいこと
は [T]や [AFT]も参考にしてほしい。
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Example3（stable）[AFT]による方法

X = {(0, 0), (1, 1), (2, 3)}

に準じて次のような X̃を定める

X̃ = {(0 + e1, 0 + e2), (1 + e3, 1 + e4), (2 + e5, 3 + e6)}

ここで O = {1, y , y 2}とした時、stableの条件は各 orderに Xの具
体的な座標を代入し生成した次の行列式が 0にならないことである。

|MO(X)| =

∣∣∣∣∣∣
1 e2 e22
1 1 + e4 (1 + e4)

2

1 3 + e6 (3 + e6)
2

∣∣∣∣∣∣
= (e4 − e2 + 1)(e6 − e2 + 3)(e6 − e4 + 2)
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Example3（stable）主定理による方法

X̃ = {(0 + e1, 0 + e2), (1 + e3, 1 + e4), (2 + e5, 3 + e6)}

ここで orderを同じく O = {1, y , y 2}とする。X̃で生成される
k(e1, . . . , e6)[x , y ]イデアル Ĩ の parameterized O-border basisを求め
ると、先頭項は次のようなもののみが出てくる。

−(e4 − e2 + 1)(e6 − e2 + 3)(e6 − e4 + 2)

先程の式と全く同じ因子を確認することができ、これが 0にならな
ければ stableであることが確認できる。
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Example3（stable）留意点

主定理による方法は orderと点の個数が一致する時のみ使える

パラメータが混ざる等具体的な座標が定まっていない場合は主
定理による方法が有効

具体的な座標が求まっているなら [AFT]の方法がよい
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Example4（パップスの定理）

A B C

A′

B′

C′

P Q

R

A,B ,C ,A′,B ′,C ′ の 6点を
(0, 0), (1, 0), (e1, 0), (e2, e3), (e4, e5), (e6, e7)として
Q(e1, . . . , e7)[x , y ]の環を定める。A,B ,C は既に同一直線状にある
ものとしてある。この 6点から求めた交点の P ,Q,R を零点とする
イデアル I をO = {1, x , y}の元で I の parameterized O-border basis
G を求めてみる。
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Example4（パップスの定理）

{β1(e), β2(e), β3(e)}

=



e1(e1 − 1)(−e3e4 + e2e5 − e5)(−e3e6 − e1e7 + e2e7)
(−e5e6 − e1e7 + e4e7 + e5)(−e3e4 + e2e5 + e3e6 − e5e6 − e2e7 + e4e7),
e1(e1 − 1)(−e3e4 + e2e5 − e5)(−e3e6 − e1e7 + e2e7)
(−e5e6 − e1e7 + e4e7 + e5)(−e3e4 + e2e5 + e3e6 − e5e6 − e2e7 + e4e7),
−f1(e1e3e4e6 − e1e2e5e6 − e3e4e6 + e1e5e6 − e1e4e7 + e2e4e7)
(−e1e3e4e7 + e1e2e5e7 + e3e5e6 + e1e3e7 − e1e5e7 − e2e5e7 − e2e5e7 − e3e5 + e5e7)
(e21e3e7 − e1e3e4e7 − e21e5e7 + e1e2e5e7 − e1e3e5 + e3e5e6 + e1e5e7 − e2e5e7)



f1 は余りに膨大なので省略している。

ここで先頭項が 0になる e 7→ aは Ia ∩ ⟨1, x , y⟩Q ̸= {0}であること
を指す。これは、今回の orderの取り方の場合 P ,Q,R が一直線上に
存在する可能性を示唆する。
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Example4（パップスの定理）

−e3e4 + e2e5 + e3e6 − e5e6 − e2e7 + e4e7 = 0
A′,B ′,C ′ が一直線上になる多項式であり、目的であるパップス
の定理の性質である。

e1 = 0
Aと C が一致し、P ,Q,R は AB ′ = B ′C 上で一直線である。

−e3e4 + e2e5 − e5 = 0
AB ′ ∥ A′B であり P が存在せず Ia = Q[x , y ]である。

このように、逆に borderの係数が 0になることを利用して幾何学的
な検討をすることができる。
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