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1. Introduction

Question. 射影平面 P2 上の線形系の次元を決定せよ．

以下, π : Xr → P2 を一般の r点での P2 の blow-upとし, その exceptional divisorsを e1, · · · , er, lを P2 の直線の π
による引き戻しとする．

Definition 1.1 (Special [1], [2]).

PicXr ∋ D = dl −
r∑

i=1

miei に対して,

virtual dimension : v -dim(D) := (d+1)(d+2)
2 −

r∑
i=1

mi(mi + 1)

2

expected dimension : e-dim(D) := max{v -dim(D), 0}と定義する．

h0(Xr,OXr
(D)) ≥ e-dim(D)となることが知られており, “ = ”となるとき Dは nonspecial, “ > ”となるとき Dは

specialという.
Remark.
Dが effectiveならD:special ⇔ h1(Xr,OXr (D)) ̸= 0となることが Riemann-Rochの定理よりわかる．

Conjecture 1.2 (SHGH conjecture [1],[2],[8]).
次は同値である．この一つ (したがって全て)の命題を SHGH予想と呼ぶ．
・C : prime divisor on Xr ⇒ C : nonspecial
・D ∈ PicXr : special ⇒ ∃C : (−1)-curve s.t. D.C ≤ −2
・D ∈ PicXr : standard form ⇒ D : nonspecial

Known Results on SHGH conjecture.
以下の場合に SHGH conjectureは肯定的である．
・r ≤ 9 のとき [7]

・D = dl −
r∑

i=1

miei, mi ≤ 11のとき [5]

・D = dl −m
r∑

i=1

ei, m ≤ 42のとき [6]

また, SHGH conjectureは Nagata conjectureを含んでいることが知られている.[1]

Conjecture 1.3 (Nagata conjecture [10],[1]).
C : 既約かつ被約な平面曲線, deg(C) = d, multpi C = mi (p1, . . . , pr ∈ P2) に対して,

d ≥ 1√
r

r∑
i=1

mi

Definition 1.4 (Seshadri constant [3],[9],[12]).
X:非特異射影代数多様体, L:X 上の nef line bundleとする．Lの p ∈ X における Seshadri constantを次で定義する．

ε(L; p) = sup{t ∈ R | µ∗L− tE : nef}

ただし, µ : X̃ → X : pにおけるX の blow-upで, E は exceptional divisorとする．

Remark.
・very generalな点での Seshadri constantの値は一定であり [11], その値を εgen と記す
・εgen が無理数になる例は知られていない

Theorem 1.5 (Main Theorem).
r ≥ 9を整数とする．SHGH予想が r + 1で成立すれば,
P2 の r点 blow-up上に Seshadri constant εgen (A) が無理数になる ample divisor Aが存在する
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Corollary 1.6.
基礎体を Cとし, r ≥ 9を整数とする．SHGH予想が r + 1で成立すれば,
任意の a ∈ {sn2 | s, n ∈ N, 9 ≤ s ≤ r}に対して, Seshadri constantが無理数になる ample divisor A が Xa 上に存在す
る．

Remark.
del Pezzo surface (r ≤ 8)上の ample divisorの Seshadri constantは有理数になる [11].

2. Outline of Proof

Theorem 1.5 (Main Theorem)は次の二つの命題を組み合わせると証明される．

Proposition 2.1 (Key Proposition).
rを正の整数とする．SHGH予想が r + 1のときに成り立てば, rのときも成立する．

Outline of Proof.

• standardな divisor D に対して, π∗Dを考え、SHGH conjecture for r + 1の仮定を満たすかどうかで場合分け

• SHGH conjecture for r + 1 の仮定を満たす場合は, π∗D が nonspecial になるので, D, π∗D の dimension と
expected dimensionを計算するとDも nonspecialになる

• そうでない時は, Xr 上の nef divisorの条件, もしくは (−1)-curveについて ideal long exact sequenceを取って,
簡単な場合に帰着する．

Theorem 2.2 ([4]).
rを 9以上の整数とする．SHGH予想が r + 1で成立すれば, 次のどちらかが成り立つ．
(1)εgen (A)が無理数になる ample divisor A ∈ PicXr が存在する
(2)SHGH予想が rで成立しない

• Key Propositionと [4]の結果を組み合わせると, Theorem 2.2の仮定から (2)の場合は起こらないので, (1)が従
い, Theorem 1.5 (Main Theorem)が得られる

References

[1] C. Ciliberto, B. Harbourne, R. Miranda and J. Roe, “Variations on Nagata’s Conjecture”, arXiv:1202.0475.
[2] C. Ciliberto, “Geometric aspects of polynomial interpolation in more variables and of Waring’s problem.” European Congress of

Mathematics, Vol. I (Barcelona, 2000), 289–316, Progr. Math., 201, Birkhuser, Basel, 2001.
[3] J. P. Demailly, “Singular Hermitian metrics on positive line bundles.” Complex algebraic vari-eties (Bayreuth, 1990), Lect. Notes

Math. 1507, Springer-Verlag, 1992, pp. 87–104.
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