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1 概要
simplicial complex がflagであり,その
Stanley-Reisner idealがstrongly stable または
stableであるとき,その極小生成元集合がどのよ
うな性質をもつのか,極小生成元集合と f-列がど
のような関係にあるのかを調べた.



2 主定理
主定理1 [n]上のsimplicial complex ∆に対して,

I∆がstrongly stable, G(I∆) = G(I∆)2であるこ
とと
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
},

d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk
と表すことができることは同値である.



主定理2 [n]上のsimplicial complex ∆に対して,

I∆がstable, G(I∆) = G(I∆)2であることと
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
},

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ n

と表すことができることは同値である.



主定理3 ∆がstrongly stable flag complexである
とき, G(I∆)からf(∆)を , 逆にf(∆)からG(I∆)

をただ一通りに決めることができる.

また, stable flag complexの場合は主定理3の類
似は成り立たない.



3 基本的な定義
3.1 Simplicial complex

[n]={1,2,. . . ,n}とおく.

S = K[x1, x2, . . . , xn]を体Kとする変数
x1, x2, . . . , xnの多項式環とする.

∆が [n]上のsimplicial complexであるとは以下の
２条件を満たす [n]の部分集合の族のことである.

(1) 1≦ ∀i ≦ n , i∈ ∆

(2) F∈ ∆, G ⊂ F ⇒ G∈ ∆



simplicial complex ∆の元を faceと呼び, ∆に属
さない [n]の元をnonfaceと呼ぶ.また, N(∆)を包
含関係で極小のnonfaceの集合とする.



3.2 f-列
simplicial complex ∆ の f-列を
f(∆) = (f0, f1, . . . , fd−1)とする.

ここで,

fi = fi(∆) =| {F ⊂ [n] | F ∈ ∆, | F |= i+ 1} |
で , | F |はFに含まれる元の個数,

dim∆ = d− 1, d = max{| F | | F ∈ ∆}.



3.3 Stanley-Reisner ideal

∆を [n]上のsimplicial complexとする.このとき,

I∆ = ⟨xF | F /∈ ∆⟩とおく.ここでxF =

xj1xj2 . . . xjk ,F={j1, j2, . . . , jk},
j1 < j2 < · · · < jkである.このI∆をsimplicial

complex ∆のStanley-Reisner idealと呼ぶ.

また, Stanley-Reisner idealI∆の極小生成元集合
G(I∆)はG(I∆) = {xF | F ∈ N(∆)}と表すこと
ができる.



3.4 Stable,Strongly stable

S上のsquarefree monomial idealがsquarefree

stableであるとは∀u ∈ I, xi(u/xm(u)) ∈ I, (i <

m(u), s.t.xi ∤ u),m(u) = max{j | xj | u}をみた
すことである.また, S上のsquarefree monomial

idealがsquarefree strongly stableであるとは
∀u ∈ I, xi(u/xj) ∈ I, (i < j, s.t.xj | u, xi ∤ u)を
みたすことである.



3.5 flag complex

[n]上のsimplicial complex ∆がflagであるとは
∀F ∈ N(∆), | F |= 2をみたすことである.

また, ∆がflagでI∆がstrongly stableのとき, ∆

をstrongly stable flagと呼ぶ.同様に∆がflagで
I∆がstableのとき, ∆をstable flagと呼ぶ.



4 計算例
∆1,∆2を [4]上のsimplicial complexとする
G(I∆1) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3}
とおく.このとき, d1 = 4, d2 = 3.

d1 ≧ d2が成り立つので主定理1よりI∆1は
strongly stableであることがわかる.また, ∆1は
strongly stable flag complexであることもわかる.



G(I∆2) = {x1x2, x1x3}
∪{x2x3, x2x4}
とおく.このとき, d′1 = 3, d′2 = 4.

d′1 < d′2が成り立つので主定理１よりI∆2は
strongly stableではない.しかし, 2 ≦ d′1, d

′
2 ≦ 4

が成り立つので主定理２よりI∆2はstableである
ことがわかる.また,∆2がstable flag complexで
あることもわかる.



5 G(I∆)と f-列の関係
5.1 Strongly stable flag complexの場合
定義 a-列a = (a1, a2, . . . , an−1) ∈ Zn−1

≧0
は以下

の条件を満たす数列である.

1 ≦ ∃k ≦ n− 1,1 ≦ ∀i ≦ n− 1, 0 ≦ ai ≦
n− (i+ 1),

a1 ≦ a2 ≦ ... ≦ ak ≦ ak+1 > ak+2 > · · · >
an−1,

k + 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1)



5.2 Stable flag complexの場合
定義 a-列a = (a1, a2, . . . , an−1) ∈ Zn−1

≧0
は以下

の条件を満たす数列である.

1 ≦ ∃k ≦ n− 1, 1 ≦ ∀i ≦ k − 1, 0 ≦ ai ≦ n− k

ak ≦ ak+1 > ak+2 > · · · > an−1

k + 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1)



5.3 主定理3

Strongly stable flag complex

G(I∆) ⇐⇒ a ⇐⇒ f(∆)

Stable flag complex

G(I∆) ⇐⇒ a =⇒ f(∆)

stable flag complexの場合は f-列からa-列を求め
るとき,複数通り決まる.このため, stable flag

complexのとき主定理３の類似が成り立たない.


