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概 要
simplicial complex ∆のN(∆)の元が 2つの元の集合であるとき, flag

complexという.また, Stanley-Reisner ideal I∆ が (strongly) stableで
∆ が flag ならば, ∆ を (strongly) stable flag という. この論文では ∆
が (strongly) stable flagであるときの G(I∆)の性質を示す.また, a-列
という数列を媒介にして G(I∆)から f(∆)を, 逆に f(∆)から G(I∆)を
求めることができることを示す. 最後にこれらの結果を用いて, グラフ
理論的な性質である balanced complexとの比較と I∆ の Graded Betti
numberについて成り立つ命題を示す.

1 序文
この論文では Stanley-Reisner idealと flag complexの f-列の関係について
考察する.代数的組合せ論の中で simplicial complexと Stanley-Reisner ideal

の関係はよく研究されている.その中で flag complexという特別な組合せ論
的性質は研究の発展途上にある.この研究の中で flag complexとその f-列の研
究が盛んであるが, Cohen-Macaulay性を仮定したものがほとんどである (例
えば [3][4]を参照).しかし, イデアルの組合せ論的な性質である stable およ
び strongly stable を持つ stable または strongly stable flag complexについ
ての研究はほとんど見当たらない.

この論文では simplicial complex ∆ が flag であり, その Stanley-Reisner

idealが strongly stable または stableであるとき,その極小生成元集合がどの
ような性質をもつのか,極小生成元集合と f-列がどのような関係にあるのかを
調べる.また,得られた性質を元にして simplicial complexと stable idealに
関するいくつかの性質を示す.こうして具体的に計算ができることにより,ア
ルゴリズムを通して様々な先行研究に接続できることが期待される.

以下でこの論文の概要を述べる.

まず, 2章では simplicial complexと stable idealに関する定義を述べる.
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3章では simplicial complexが strongly stable flag complex または stable

flag complexであるときの Stanley-Reisner idealの極小生成元集合G(I∆)の
性質を示す.具体的には以下の定理が成り立つことを示す.

定理 1.1 [n] 上の simplicial complex ∆ に対して, I∆ が strongly stable,

G(I∆) = G(I∆)2 であることと
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
},

d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk

と表すことができることは同値である.

定理 1.2 [n]上の simplicial complex ∆に対して, I∆ が stable, G(I∆) =

G(I∆)2 であることと
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
},

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ n

と表すことができることは同値である.

4章では 3章で得られた性質を使って strongly stable flag complexについ
てその f-列と Stanley-Reisner idealの極小生成元集合において a-列という数
列を導入することで極小生成元集合から f-列が,逆に f-列から極小生成元集が
ひと通りに決まることを示す.具体的には次の定理を示す.

定理 1.3 ∆が strongly stable flag complexであるとき, G(I∆)から f(∆)

を , 逆に f(∆)から G(I∆)をただ一通りに決めることができる.

また, stable flag complexの場合は定理 1.3の類似は成り立たないことを
示す.

5章では k-colorableないし balancedというグラフ理論の概念について調
べる。この性質は Cohen-Macaulay flag complexについてはよく研究されて
いる.この章では strongly stable flag complexはすべて balanced complexで
あることを示す.同様に stable flag complexも balanced complex であること
を示す.

6章では (strongly) stableであるStanley-Reisner idealのGraed Betti num-

berの計算を調べる. stable monomial idealの Graded Betti number は組
合せ論的な考察により,簡単に計算することができることが知られている.こ
のことをつかって f-列が等しい strongly stable flag complex と stable flag
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complex の Stanley-Reisner idealのGraded Betti numberが一致することを
示す.

2 Simplicial complexとStable ideal

[n]={1,2,. . . ,n}とおく.

S = K[x1, x2, . . . , xn]を体 Kとする変数 x1, x2, . . . , xnの多項式環とする.

∆が [n]上の simplicial complexであるとは以下の２条件を満たす [n]の部
分集合の族のことである.

(1) 1≦ ∀i ≦ n , i∈ ∆

(2) F∈ ∆, G ⊂ F ⇒ G∈ ∆

simplicial complex ∆の元Fを faceと呼び, ∆に属さない [n]の元をnonface

と呼ぶ. ∆ の元について包含関係で極大の元を facet と呼び, その集合を
F (∆)と書く.また, N(∆)を包含関係で極小の nonfaceの集合とする.このと
き F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk}とすると ∆ = ⟨F1, F2, . . . , Fk⟩と書くことがで
きる.

simplicial complex ∆ の f-列を f(∆) = (f0, f1, . . . , fd−1) とする. ここで
fi = fi(∆) =| {F ⊂ [n] | F ∈ ∆, | F |= i+ 1} |で , | F |は Fに含まれる元
の個数, dim∆ = d− 1, d = max{| F | | F ∈ ∆}である.

また,
(
[n]
d

)
を d個の元を持つ集合の集合とする.

(
[n]
d

)
に含まれる元の個数

は |
(
[n]
d

)
|=

(
n
d

)
で与えられる.たとえば,

(
[5]
3

)
= {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5},

{1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}} となり, 元の個数は(
5
3

)
= 10 である.

多項式環 S上の単項式は a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Zn
≥0 を使って

xa = xa1
1 xa2

2 xa3
3 . . . xan

n と表すことができる.また, squarefree monomialは
a = (a1, a2, . . . , an) ∈ {0, 1}n, xa = xa1

1 xa2
2 xa3

3 . . . xan
n = xF と書くことが

できる.ここで F = {j1, j2, . . . , jk}, j1 < j2 < · · · < jk は F = supp(a) =

{j|aj ̸= 0, 1 ≦ ∀j ≦ n}と書くこともできる.

生成元がすべて単項式であるイデアルをmonomial idealとよび,生成元が
すべて squarefree monomialであるイデアルを squarefree monomial idealと
よぶ.

∆を [n]上の simplicial complexとする.このとき, I∆ = ⟨xF | F /∈ ∆⟩と
おく.ここで xF = xj1xj2 . . . xjk ,F={j1, j2, . . . , jk}, j1 < j2 < · · · < jk であ
る.この I∆を simplicial complex ∆の Stanley-Reisner idealと呼ぶ. I∆は定
義より squarefree monomial idealである.また, Stanley-Reisner idealI∆ の
極小生成元集合 G(I∆)は G(I∆) = {xF | F ∈ N(∆)}と表すことができる.

Iが squarefree monomial idealならば,ある simplicial complex ∆が存在し
て, I = I∆ である.このことより simplicial complex ∆を通して, squarefree

monomial idealと Stanley-Reisner idealを同一視することができる.

3



monomial idealが stableであるとは∀u ∈ I, xi(u/xm(u)) ∈ I, (i < m(u)),m(u) =

max{j | xj | u} をみたすことである。また, monomial ideal が strongly

stable であるとは ∀u ∈ I, xi(u/xj) ∈ I, (i < j, s.t.xj | u) をみたすこと
である. squarefree monomial ideal が squarefree stable であるとは ∀u ∈
I, xi(u/xm(u)) ∈ I, (i < m(u), s.t.xi ∤ u),m(u) = max{j | xj | u}をみたすこ
とである.また, squarefree monomial idealが squarefree strongly stableであ
るとは ∀u ∈ I, xi(u/xj) ∈ I, (i < j, s.t.xj | u, xi ∤ u)をみたすことである.

I∆は squarefree monomial idealよりこの論文では I∆が squarefree (strongly)

stable のとき, たんに (storngly) stable と呼ぶことにする. また, 定義より
strongly stable monomial ideal は stable monomial ideal であり, strongly

stable squarefree monomial idealは stable squarefree monomial idealであ
ることがわかる.

命題 2.1([1]Lemma4.2.3) I が S 上の monomial ideal で u ∈ G(I), u は
monomial , xi(u/xj) ∈ I, i < j, s.t.xj |uを満たすならば Iは strongly stable

monomial idealである.

Iが stableであるときや squarefree monomial idealであるときも命題 2.1の
類似が成り立つ.つまり, S上のイデアル Iが (strongly)stableまたは squrefree

(strongly) stableであるかを調べるときはその極小生成元集合G(I)を調べる
だけでよい.

[n]上の simplicial complex ∆が flagであるとは ∀F ∈ N(∆), | F |= 2を
みたすことである.つまり, N(∆) ⊂

(
[n]
2

)
であるとき, ∆は flagである.また

, ∆が flagで I∆ が strongly stableのとき, ∆を strongly stable flagと呼ぶ.

同様に∆が flagで I∆ が stableのとき, ∆を stable flagと呼ぶ.

3 G(I∆)の性質
この章では strongly stable flag complex または stable flag complexに関
する Stanley-Reiser idealの極小生成元集合G(I∆)の性質を示したあと,定理
1.1,定理 1.2を証明する.

はじめに G(I∆)について成り立つ補題をいくつか示す.

補題 3.1 [n]上の simplicial complexを∆とし,その Stanley-Reisner ideal

を I∆ とする.このとき G(I∆) = G(I∆)2 であることと ∆は flagであること
は同値である.

証明 G(I∆) = G(I∆)2 から G(I∆) = {xF | F ∈ N(∆)} より ∀u ∈
G(I∆), deg(u) = 2 が成り立つ. ここで u = xF , F ∈ N(∆) と書くことが
できる.よって, ∀F ∈ N(∆), |F | = 2が成り立つ.したがって, ∆ は flagで
ある.
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逆に ∆が flagであれば G(I∆) = G(I∆)2 が成り立つことは flag complex

の定義よりわかる.

補題 3.2 ∆を [n]上の simplicial complexとする. I∆ が stable , G(I∆) =

G(I∆)2 ならば x1x2 ∈ G(I∆)が成り立つ.

証明 u ∈ G(I∆), u = xkxl(k < l)とおくと I∆ が stableであることから
u′ = xi(u/xm(u)), i < m(u)よりm(u) = lである.よって u′ = xixk(i < k)

または u′ = xkxi(k < i)となる.また u′ = xixk(i < k)のとき, i= 1と置くこ
とができる.すると u′ = x1xk , m(u′) = kより u′′ = xi′(u

′/xm(u′)) = x1xi′

が成り立つ.よって i′ = 2と取ることができるので u′′ = x1x2 となり, I∆ が
stableであることから x1x2 ∈ G(I∆)である.

u′ = xkxi(k < i)のときm(u′) = iより u′′ = xi′(u
′/xm(u′)) = xkxi′ また

は u′′ = xi′xk となる.このとき, k=1と置くことができる.すると u′′ = x1xi′

となる. i’=2 とおけば u′′ = x1x2 となる. I∆ が stable であることから
x1x2 ∈ G(I∆) が成り立つ.

以上より x1x2 ∈ G(I∆)が成り立つ.

補題 3.3 ∆を [n]上の simplicial complexとする. I∆ が stable, G(I∆) =

G(I∆)2 , xjxdj ∈ G(I∆)(j < dj)ならば j + 1 < ∀l ≦ dj , xjxl ∈ G(I∆)が成
り立つ.

証明 u = xjxdj (i < dj)とおくと u′ = xi(u/xm(u)) = xjxi(j < i)が成り
立つ.

よって xkxl ∈ G(I∆)ならば k + 1 ≦ ∀j ≦ l, xkxj ∈ G(I∆)である.

上で示した補題群を元にして定理 1.1および定理 1.2を示す.

定理 1.1の証明 (⇐)

∀u ∈ G(I∆), xi(u/xj) ∈ I∆ を示せばよい.u = xmxl(m < l)とおくと以下
の３通りとなる.

(1)u′ = xixl(j = m, i < m < l)

(2)u′ = xixm(j = l, i < m < l)

(3)u′ = xmxi(j = l,m < i < l)

これらが G(I∆)に属することを示す.

(1) i < lより dl ≦ di が成り立つ.よって l < di.

したがって, u′ = xixl ∈ {xixi+1, . . . , xixdi}である.

よって u′ ∈ G(I∆).

(2) i < mより dm ≦ di が成り立つ.よってm < di.

したがって, u′ = xixm ∈ {xixi+1, . . . , xixdi
}である.
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よって u′ ∈ G(I∆).

(3) m < iより di ≦ dm が成り立つ.よって i < dm.

したがって, u′ = xmxi ∈ {xmxm+1, . . . , xmxdm}である.

よって u′ ∈ G(I∆).

(1),(2),(3)より I∆ は strongly stableであり,G(I∆) = G(I∆)2 が成り立つ.

(⇒)

G(I∆) = G(I∆)2 より G(I∆)は以下のように表すことができる.

G(I∆) = {u1, u2, . . . , um} , 1 ≦ ∀i ≦ l, deg(ui) = 2.

ここで辞書式順序 <を使ってminG(I∆) = um = xkxl(k < l)とおく.

このとき補題 3.3より
{xkxk+1, xkxk+2, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)である.

また I∆ は strongly stableであるから u′
m = xi(um/xj) ∈ I∆

したがって {x1xl, x2xl, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)が成り立つ.

この集合に含まれる各元に補題 3.3を使うと
{x1x2, x1x3, . . . , x1xl}
∪{x2x3, x2x4, . . . , x2xl}
∪ . . .

∪{xkxk+1, xkxk+2, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)となる.

minG(I∆) = xkxl より u = xixj とおくと 1 ≦ i ≦ kとなる.

したがって G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

とおくことができる.

ここで d1, d2, . . . , dk の関係をみる.1 ≦ ∃l ≦ k − 1, dl < dl+1 とする.u =

xl+1xdl+1
とおくと u′ = xi(u/xj) = xlxdl+1

とすることができる (ここで
j=l+1,i=lとおいた).しかし, dl < dl+1よりu′ = xlxdl+1

/∈ {xlxl+1, . . . , xlxdl
}

である. これは I∆ が strongly stable であることに矛盾する. したがって,

d1 ≧ d2 ≧ . . . . ≧ dk が成り立つ.

定理 1.2の証明 (⇐)

u = xlxm ∈ G(I∆), l < mとおくと u ∈ {xlxl+1, . . . , xlxdl
}より m ≦ dl

が成り立つ.u′ = xi(u/xm(u)),m(u) = mより以下の２通りとなる.

(1) u′ = xlxi(l < i < m)

(2) u′ = xixl(i < l < m)

これらが G(I∆)に属することを示す.

(1) i < m,m ≦ dl より i < dl.

よって, u′ = xlxi ∈ {xlxl+1, . . . , xlxdl
}である.

したがって, u′ ∈ G(I∆).
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(2) 1 ≦ i < l ≦ k − 1, k ≦ di ≦ nより l < di.

よって, u′ = xixl ∈ {xixi+1, . . . , xixdi}である.

したがって, u′ ∈ G(I∆).

(1),(2)より I∆ は stableであり, G(I∆) = G(I∆)2 が成り立つ.

(⇒)

G(I∆) = G(I∆)2 より G(I∆)は以下のように表すことができる.

G(I∆) = {u1, u2, . . . , um} , 1 ≦ ∀i ≦ l, deg(ui) = 2.

ここで辞書式順序 <を使ってminG(I∆) = um = xkxl(k < l)とおく.

このとき補題 3.3より
{xkxk+1, xkxk+2, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)

が成り立つ.

また I∆ は stableであるから u′
m = xi(um/xm(um)) ∈ I∆(i < m(um))で

ある.

したがって {x1xl, x2xl, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)が成り立つ.

この集合に含まれる各元に補題 3.3を使うと
{x1x2, x1x3, . . . , x1xl}
∪{x2x3, x2x4, . . . , x2xl}
∪ . . .

∪{xkxk+1, xkxk+2, . . . , xkxl} ⊂ G(I∆)となる.

minG(I∆) = xkxl より u = xixj とおくと 1 ≦ i ≦ kとなる.

したがって G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

とおくことができる.

ここで d1, d2, . . . , dk の関係をみる.1 ≦ ∃l ≦ k − 1, dl < k とおく.このと
き u = xkxdk

とすると u′ = xlxk(l < k < dk)とできる.しかし dl < k より
u′ = xlxk /∈ {xlxl+1, . . . , xlxdl

}したがって, I∆は stableではない.これは矛
盾.したがって, 1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ nが成り立つ.

以下の例で flag complex ∆ の Stanley-Reisner ideal の極小生成元集合
G(I∆)に定理 1.1と定理 1.2を使うことによって , I∆が strongly stableかど
うか , stableであるかどうかを具体的に判定できることを示す.

例 3.6 ∆を [6]上の simplicial complexとする.

G(I∆1) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
は d1 = 5, d2 = 4, d3 = 4より d1 ≧ d2 ≧ d3 が成り立つので定理 1.1より

I∆1
が strongly stableであることがわかる.
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G(I∆2) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4, x3x5}
は d1 = 5, d2 = 4, d3 = 5より d1 ≧ d2 ≧ d3 は成り立たないが, k=3で

k ≦ d1, d2, d3 ≦ 6が成り立つ.よって,定理 1.2より I∆2 が stableであること
がわかる.

G(I∆3) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3}
∪{x3x4, x3x5}
∪{x4x5}
としたとき, d1 = 5, d2 = 3, d3 = 5, d4 = 5である.このとき d1 ≦ d2 ≦

d3 ≦ d4は成り立たない.また, k=4で d2 < kが成り立つ.したがって I∆3 は
strognly stableでも stableでもないことがわかる.

最後に一つ補題を示す.この補題は後の章の命題の証明において重要な役割
を果たす.

補題 3.7 [n]上の simplicial complex ∆ が (strongly) stable flagで
dim ∆ =d-1,

G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

であるとき n=d+kが成り立つ.

証明 dim∆=d-1より
∃F ⊂ [n], F ∈ ∆, |F | = d

ここでG = {k + 1, k + 2, . . . , n}とすると |G| = n-kである.また, G ∈ ∆.

よって, d=n-k.したがって, n=d+kが成り立つ.

4 G(I∆)と f-列の関係
この章では 3章で示した定理を用いて G(I∆)と f(∆)との関係を見る.

4.1 Strongly stable flag complexの場合
この節では∆が strongly stable flag complexであるとき, G(I∆)から f-列
を,逆に f-列から G(I∆)を導くことができることを示す.その後,定理 1.3が
成り立つことを説明する.
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∆ を [n] 上の simplicial complex とし, I∆ は strongly stable, G(I∆) =

G(I∆)2 とする.つまり, ∆は strongly stable flag complexとする.はじめに
a-列という数列の定義を述べる.

定義 4.1.1 a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1) ∈ Zn−1
≧0
は以下の条件を満たす数列

である.

1 ≦ ∀i ≦ n− 1, 0 ≦ ai ≦ n− (i+ 1),

a1 ≦ a2 ≦ ... ≦ ak ≦ ak+1 > ak+2 > · · · > an−1,

k + 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1)

Mi = {xixi+1, xixi+2, . . . , xixdi}
Ni = {xixi+1, xixi+2, . . . , xixn}
とおいたとき, ai はNi \Mi に含まれる元の個数を表す.

この a-列が simplicial complexと関係があることを以下の補題で示す.

補題 4.1.2

任意の a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1)に対して,ある simplicial complex ∆ が
存在して, a = a(∆)が成り立つ.

証明 a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1)とする.

上で説明した通り, aiはNi \Mi に含まれる元の個数を表す数であった.

よって, 1 ≦ ∀i ≦ k,Ni \Mi = {xixdi+1, xixdi+2, . . . , xixn}
k + 1 ≦ ∀i ≦ n,Ni \Mi = {xixi+1, xixi+2, . . . , xixn}
である.

このとき, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}
Fk+1 = {k + 1, k + 2, . . . , n}
として F = ⟨F1, F2, . . . , Fk, Fk+1⟩とおく.

このとき F が simplicial complexであることを示すため,以下の 2条件を
みたすことを見る.

(1) 1 ≦ ∀i ≦ n, i ∈ F

(2) F ∈ F, F ′ ⊂ F → F ′ ∈ F

(1) Fi, Fk+1 のとり方により,1 ≦ ∀i ≦ k, i ∈ Fi

k + 1 ≦ ∀i ≦ n, i ∈ Fk+1 が成り立つ.よって, 1 ≦ ∀i ≦ n, i ∈ F.

(2) F ∈ F ⇒ 1 ≦ ∃i ≦ k + 1, F ⊂ Fi である.また F ′ ⊂ F より F ′ ⊂ Fi が
成り立つ.よって, F ′ ∈ F.

(1),(2)より Fは simplicial complexである.

補題 4.1.2より任意の a-列に対して∆を作ることができることが示された.

このことより G(I∆)と aの関係をみる.

定理 4.1.3 [n]上の simplicial complex ∆が strongly stable flagであると
き G(I∆)から a(∆)が,逆に a(∆)から G(I∆)がただ一通りに決まる.
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証明 ∆は strongly stable flag complexなので,定理 1.1より
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪...
∪{xkxk+1, . . . , xkxdk

}
(d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk)

が成り立つ.ここで
1 ≦ ∀i ≦ k, ai = n− di,

k + 1 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = n− i

とおくと,d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk より a1 ≦ a2 ≦ · · · ≦ ak が成り立つ.

また, ak+1 = n − (k + 1), ai = n − i より k + 2 ≦ ∀i ≦ n − 1, ai =

ak+1 − (i− k− 1),ak ≦ ak+1が成り立つ.よって a = (a1, a2, ..., an−1)とおく
と,補題 4.1.2より a=a(∆)となる.

逆に a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1)が与えられたとする.

k + 1 = maxindex(maxa)とおくと kを求めることができる.なぜならば
aの中で最も大きな数字は k+1以下となるため, max aの中で最も indexが
大きい ai を取ればよいからである.

以上より求めた kを使って 1 ≦ ∀i ≦ k, di = n − ai とおくと a1 ≦ a2 ≦
· · · ≦ ak より d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk が成り立つ.

よって G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

(d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk)

となり, I∆ が strongly stable となる G(I∆)が決まる.

次に a(∆)から f-列 f(∆) = (f0, f1, . . . , fd−1)を導くことができることを
示す.

定理 4.1.4 a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1)が与えられたとすると, ある simpli-

cial complex∆が存在して, f(∆)が決まる.このときf(∆) = (f0, f1, f2, . . . , fd−1)

は以下の式で求めることができる.

fj =
∑n−1

i=1

(
ai

j

)
, 1 ≦ ∀j ≦ d− 1,

f0 = n.

証明 f-列の定義より fi(∆) =| {F ∈ [n] | F ∈ ∆, | F |= i+ 1} |である.

また, a-列の定義より 1 ≦ ∀i ≦ k, ai = |{F = {i, l}|i < di < l, F ∈ ∆}|,
k + 1 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = |{F = {i, l}|i < l, F ∈ ∆}である.

a-列が与えられたとき,ある simplicial complex ∆が存在して a=a(∆)と
なることは補題 4.1.2からわかる.
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ここで simplicial complex ∆の定義より f0 = nであることがわかる.

また, F = {i, l1, l2, . . . lj}, i < l1 < l2 < · · · < lj ⇒| F |= j + 1が成り立つ
ので | F |= j + 1となる F (∈ ∆) を作るには aiから j 個えらべばよい.

補題 3.7より n=d+k.そしてmax(a)のうち indexが最も大きいのは ak+1 =

n− (k+ 1)である.よって, jが動く範囲の上限は d-1= n-(k+1)である.これ
を iが 1から n-1の範囲で動いたものの総和を取れば fj(∆)が求まる.

最後に定理 4.1.4の逆,つまり f(∆)から a-列を導くアルゴリズムを以下で
説明する.

f(∆) = (f0, f1, . . . , fd−1)とする.

アルゴリズム 4.1.5

1. m = d− 1とおく.

2. abm = mとおく,ただし bm < bm−1

3. cm = −1 +
∑d−1

i=m(−1)i−m
(
i
m

)
fm

4. cm ̸= 0ならば 5へ

cm = 0ならば 6へ

5. alm1 = alm2 = · · · = almcm = mとおく.

ただし lm1 < lm2 < · · · < lmcm < lm+1
1

6. m ̸= 1ならば m = m− 1とし 2に戻る.

m = 1ならばアルゴリズムを終了する.

アルゴリズムから得られた l11, . . . , l
d−1
cd−1

, bd−1, . . . , b1から a-列は以下のよう
に求めることができる.

a = (a1, a2, a3, . . . , an−1)

= (al11 , al12 , . . . , al1c1
, al21 , al22 , . . . , al2c2

, . . . ,

ald−2
1

, ald−2
2

, . . . , ald−2
cd−2

, ald−1
1

, ald−1
2

, . . . , ald−1
cd−1

, abd−1
, abd−2

, . . . , ab1)

ただし 1 ≦ i ≦ d− 1, ci = 0⇒ ali1 = ali2 = · · · = alici
= 0である.

この aが a-列であることを示す.つまり,1 ≦ ∃k ≦ n − 1, a1 ≦ a2 ≦ · · · ≦
ak ≦ ak+1,k + 2 ≦ ∀i ≦ n − 1, ai = ak+1 − (i − k − 1)を満たすことを示せ
ばよい.

k + 1 = abd−1
とおけばアルゴリズムより ak+1 = d − 1.よって, ∀i < j ≦

k + 1, ai ≦ aj ≦ ak+1 が成り立つ.したがって,1 ≦ ∃k ≦ n − 1, a1 ≦ a2 ≦
· · · ≦ ak ≦ ak+1 が成り立つ.

また 1 ≦ ∀m ≦ d − 1, abm = m と n=d+k より k + 1 ≦ ∀n − m ≦
n− 1, n− abm = n−m , abd−1

= d− 1 = n− k − 1 = ak+1 が成り立つ.
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n-m=iとおけば k + 1 ≦ ∀i ≦ n − 1, abn−i = ai = n − i.よって, k + 2 ≦
∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1)

以上より,アルゴリズム 4.1.5で得られた a は a-列であることがわかる.

定理 4.1.2, 定理 4.1.4, アルゴリズム 4.1.5 より定理 1.3 が導かれる. つま
り,G(I∆)から f(∆)を求めるには,定理 4.1.3の前半により G(I∆)から a-列
を求め,定理 4.1.4により a-列から f(∆)を求めることができる.逆に G(I∆)

から f(∆)を求めるには,アルゴリズム 4.1.5により f(∆)から a-列を求め,定
理 4.1.3の後半により a-列から G(I∆)を求めることができる.これらを求め
る過程においてそれぞれがただ一通りに決まる.以下では具体的な計算によっ
て定理 1.3が成り立っていることを見る.

例 4.1.6 ∆を [8]上の simplicial complexとする.

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
とおく.このとき, d1 = 5, d2 = 4, d3 = 4, k = 3である.定理 1.1から∆が

strongly stable flag であることがわかる.

定理 4.1.3の前半を用いて a-列を求める.

1 ≦ ∀i ≦ k, ai = n− di , k + 1 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = n− iより
a1 = 8− 5 = 3, a2 = 8− 4 = 4, a3 = 8− 4 = 4

a4 = 8− 4 = 4, a5 = 8− 5 = 3, a6 = 8− 6 = 2, a7 = 8− 7 = 1

したがって, a = (3, 4, 4, 4, 3, 2, 1)である.

定理 4.1.4を用いて f-列を求める.

fj =
∑n−1

i=1

(
ai

j

)
より f1 =

∑7
i=1

(
ai

1

)
=

(
3
1

)
+
(
4
1

)
+
(
4
1

)
+
(
4
1

)
+
(
3
1

)
+
(
2
1

)
+
(
1
1

)
= 3 + 4 + 4 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21

f2 =
∑7

i=1

(
ai

2

)
=

(
3
2

)
+
(
4
2

)
+
(
4
2

)
+
(
4
2

)
+
(
3
2

)
+
(
2
2

)
+
(
1
2

)
= 3 + 6 + 6 + 6 + 3 + 1 = 25

f3 =
∑7

i=1

(
ai

3

)
=

(
3
3

)
+
(
4
3

)
+
(
4
3

)
+
(
4
3

)
+
(
3
3

)
+
(
2
3

)
+
(
1
3

)
= 1 + 4 + 4 + 4 + 1 = 14

f4 =
∑7

i=1

(
ai

4

)
=

(
3
4

)
+
(
4
4

)
+
(
4
4

)
+
(
4
4

)
+
(
3
4

)
+
(
2
4

)
+
(
1
4

)
= 1 + 1 + 1 = 3

したがって f(∆) = (8, 21, 25, 14, 3)となる.

逆に f(∆) = (8, 21, 25, 14, 3)とおく.

アルゴリズム 4.1.5を用いて a-列を求める.

f4 = 3よりm=4

ab4 = 4とおく.
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c4 = −1 + f4 = 2

よって al41 , al42 = 4とおく.ここで l41 < l42 < b4

m ̸= 1よりm=3とおく.

ab3 = 3とおく.ただし, b4 < b3

c3 = −1−
(
4
3

)
f4 + f3

= −1− 4 ∗ 3 + 14 = 1

よって al31 = 3とする.ただし,l31 < l41

m ̸= 1よりm=2とおく.

ab2 = 2とおく.ただし,b3 < b2

c2 = −1 +
(
4
2

)
f4 −

(
3
2

)
f3 + f2

= −1 + 6 ∗ 3− 3 ∗ 14− 25 = 0

m ̸= 1よりm=1とおく.

ab1 = 1とする.ただし,b2 < b1

c1 = −1−
(
4
1

)
f4 +

(
3
1

)
f3 −

(
2
1

)
f2 + f1

= −1− 4 ∗ 3 + 3 ∗ 14− 2 ∗ 25 + 21 = 0

m=1よりアルゴリズムは終了する.

よって a = (al31 , al41 , al42 , al43 ,ab3
, ab2 , ab1)

= (3, 4, 4, 4, 3, 2, 1)である.

定理 4.1.3の後半を用いて G(I∆)を求める.

maxindex(maxa) = maxindex{a2, a3, a4} = 4

よって, k + 1 = 4より k = 3.したがって, d1 = n− a1 = 8 − 3 = 5, d2 =

n− a2 = 8− 4 = 4, d3 = n− a3 = 4

よって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
が成り立つ.

以上より f-列 f(∆) = (8, 21, 25, 14, 3)と
G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
において G(I∆)から f(∆)を,逆に f(∆)から G(I∆)を求めるときただ一
通りに決まることがわかる.

4.2 Stable flag complexの場合
strongly stable flag complexのときと同様にして stable flag complexの場
合でも G(I∆)から f-列を,逆に f-列から G(I∆)を導くことができることを示
す.また, strongly stable flag complexの場合とは異なり,一通りではなく複
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数導くことができることを見る.はじめに strongly stable flag complex のと
きとは異なる a-列を定義する。
定義 4.2.1 a-列 a = (a1, a2, . . . , an−1) ∈ Zn−1

≧0
は以下の条件を満たす数列

とする.

1 ≦ ∃k ≦ n− 1, 1 ≦ ∀i ≦ k − 1, 0 ≦ ai ≦ n− k

ak ≦ ak+1 > ak+2 > · · · > an−1

k + 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1).

このとき,補題 4.1.2と同様に a-列から simplicial complex ∆ を作ることが
でき, a = a(∆)が成り立つ.また, G(I∆)と a-列の関係は定理 4.1.3と同様の
ものが得られる.

定理 4.2.2 simplicial complex ∆が stable flagであるときG(I∆)から a(∆)

が,逆に a(∆)から G(I∆)がただ一通りに決まる.

証明 G(I∆)から a−列を求める.

定理 1.2より
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ n

このとき 1 ≦ ∀i ≦ k, ai = n− di

k + 1 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = n− iである.

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ nより
1 ≦ ∀i ≦ k − 1, 0 ≦ ai ≦ n− kが成り立つ.

また, ak = n− dk, ak+1 = n− (k + 1), k + 1 ≦ dk より ak ≦ ak+1 が成り
立つ.よって ak ≦ ak+1 > ak+2 > · · · > an−1 である.

k+2 ≦ ∀i ≦ n−1, ai = n−iより ai−ak+1 = n−i−(n−k−1) = −i+k+1.

よって k + 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k − 1)

したがって a = (a1, a2, . . . , an−1)は a-列であり,a = a(∆)となる.

逆に a−列から G(I∆)を求める.

a = (a1, a2, . . . , an−1)とおく.ここで k + 1 = min{i | ai + i = n}とすれ
ば,kが求まり, 1 ≦ ∀i ≦ k, di = n− ai とおけば d1, d2, . . . , dk が求められる.

したがって, G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1
}

∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ n
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となり, simplicial complex ∆ が stable flag である Stanley-Reisner ideal

の極小生成元集合が求まる.

a-列から f(∆)を求めるとき,定理 4.1.3を使って求めることができる.これ
は a-列の各成分である aiの順序にかかわらず,

(
ai

j

)
の総和をとるからである.

次に f(∆)から a−列を求めるアルゴリズムについて説明する.

f(∆) = (f1, f2, . . . , fd−1)とおく.

アルゴリズム 4.2.3

1. m=d-1

2. abm = mとおく.

ただし bm < bm−1

3. cm = −1 +
∑d−1

i=m(−1)i−m
(
i
m

)
fi

4. cm ̸= 0ならば 5へ

cm = 0ならば 6へ

5. alm1 = alm2 = · · · = almcm = m

ただし lm1 < lm2 < · · · < lmcm < bd−1

6. m ̸= 1ならば m = m− 1とし,2へ

m = 1ならばアルゴリズムを終了する.

アルゴリズム 4.2.3より以下の関係式が成り立つ.

l11 < l12 < · · · < l1c1 < bd−1

l21 < l22 < · · · < l2c2 < bd−1

. . .

ld−2
1 < ld−2

2 < · · · < ld−2
cd−2

< bd−2

ld−1
1 < 1d−1

2 < · · · < ld−1
cd−1

< bd−2

bd−2 < bd−3 < · · · < b1

ただし, 1 ≦ i ≦ d− 1, ci = 0⇒ ali1 = ali2 = · · · = alici
= 0である.

a-列 a = (a1.a2, . . . , an−1)を求めるとき,

l11 < l12 < · · · < l1c1 < bd−1

l21 < l22 < · · · < l2c2 < bd−1

. . .

ld−2
1 < ld−2

2 < · · · < ld−2
cd−2

< bd−2

ld−1
1 < 1d−1

2 < · · · < ld−1
cd−1

< bd−2

のすべての大小関係を決めて,並べればよい.

こうして得られた a = (a1, a2, . . . , an−1)が a-列であることを示す.

k + 1 = bd−1 とすると
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l11 = l12 = · · · = l1c1 = 1

l21 = l22 = · · · = l2c2 = 2

. . .

ld−2
1 = ld−2

2 = · · · = ld−2
cd−2

= d− 2

ld−1
1 = 1d−1

2 = · · · = ld−1
cd−1

= d− 1

ここで補題 3.7より n=d+kよって, i ≦ d ⇒ i ≦ n − k が成り立つ.した
がって, 1 ≦ ∀i ≦ k − 1, 0 ≦ ai ≦ n− kが成り立つ.

k+ 2 ≦ ∀i ≦ n− 1, ai = ak+1 − (i− k− 1)はアルゴリズム 4.1.5で示した
ときと同様である.

以上よりアルゴリズム 4.2.3 で得られた a = (a1, a2, . . . , an−1) は a-列と
なる.

例 4.2.4 ∆を [8]上の simplicial complexとする.

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
とおくと d1 = 5, d2 = 4, d3 = 4, d4 = 5である.定理 1.2より ∆が stable

flag であることがわかる.

定理 4.2.2の後半を用いて a-列を求める.

a1 = 8− 5 = 3, a2 = 8− 4 = 4, a3 = 8− 4 = 4, a4 = 8− 5 = 3,

a5 = 8− 5 = 3, a6 = 8− 6 = 2, a7 = 8− 7 = 1となる.

したがって a-列は a = (3, 4, 4, 3, 3, 2, 1)となる.

定理 4.1.3を用いて f-列を求める.

f1 =
∑7

i=1

(
ai

1

)
= 3 + 4 + 4 + 3 + 3 + 2 + 1 = 20

f2 =
∑7

i=1

(
ai

2

)
= 3 + 6 + 6 + 3 + 3 + 1 = 22

f3 =
∑7

i=1

(
ai

3

)
= 1 + 4 + 4 + 1 + 1 = 11

f4 =
∑7

i=1

(
ai

4

)
= 1 + 1 = 2

よって, f(∆) = (8, 20, 22, 11, 2)となる.

逆に f(∆) = (8, 20, 22, 11, 2)とおく.

アルゴリズム 4.2.3から a-列を求める.

m=4とおく.

ab4 = 4

c4 = −1 + f4 = 1

よって al41 = al42 = 4,ただし, l41 < l42 < b4

m ̸= 1よりm=3とおく.
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ab3 = 3, b4 < b3

c3 = −1−
(
4
3

)
f4 + f3

= −1− 4 ∗ 2 + 11 = 2

よって al31 = al32 = 3

m ̸= 1よりm=2とおく.

ab2 = 2, b3 < b2

c2 = −1 +
(
4
2

)
f4 −

(
3
2

)
f3 + f2

= −1 + 6 ∗ 2− 3 ∗ 11 + 22 = 0

m ̸= 1よりm=1とおく.

ab1 = 1, b2 < b1

c1 = −1−
(
4
1

)
f4 +

(
3
1

)
f3 −

(
2
1

)
f2 + f1

= −1− 4 ∗ 2 + 3 ∗ 11− 2 ∗ 22 + 20 = 0

m=1よりアルゴリズムは終了する.

よってアルゴリズムから得られたのは
l41 < l42 < b3

l31 < l32 < b3

b3 < b2 < b1

という大小関係である.

ここから得られる a-列は以下の 6通りである.

(1)a = (al41 , al42 , al31 , al32 , ab3 , ab2 , ab1)

= (4, 4, 3, 3, 3, 2, 1)

(2)a = (al41 , al31 , al42 , al32 , ab3 , ab2 , ab1)

= (4, 3, 4, 3, 3, 2, 1)

(3)a = (al41 , al31 , al32 , al42 , ab3 , ab2 , ab1)

= (4, 3, 3, 4, 3, 2, 1)

(4)a = (al31 , al41 , al42 , al32 , ab3 , ab2 , ab1)

= (3, 4, 4, 3, 3, 2, 1)

(5)a = (al31 , al41 , al32 , al42 , ab3 , ab2 , ab1)

= (3, 4, 3, 4, 3, 2, 1)

(6)a = (al31 , al32 , al41 , al42 , ab3 , ab2 , ab1)

= (3, 3, 4, 4, 3, 2, 1)

この a-列から G(I∆)を求める.

(1) a = (4, 4, 3, 3, 3, 2, 1)より k=4

よって, d1 = 8− 4 = 4, d2 = 8− 4 = 4, d3 = 8− 3 = 5, d4 = 8− 3 = 5

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4, x3x5}
∪{x4x5}
(2) a = (4, 3, 4, 3, 3, 2, 1)より k=4
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よって, d1 = 8− 4 = 4, d2 = 8− 3 = 5, d3 = 8− 4 = 4, d4 = 8− 3 = 5

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
(3) a = (4, 3, 3, 4, 3, 2, 1)より k=3

よって, d1 = 8− 4 = 4, d2 = 8− 3 = 5, d3 = 8− 3 = 5

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4, x3x5}
(4) a = (3, 4, 4, 3, 3, 2, 1)より k=4

よって, d1 = 8− 3 = 5, d2 = 8− 4 = 4, d3 = 8− 4 = 4, d4 = 8− 3 = 5

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
(5) a = (3, 4, 3, 4, 3, 2, 1)より k=3

よって, d1 = 8− 3 = 5, d2 = 8− 4 = 4, d3 = 8− 3 = 5

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4, x3x5}
(6) a = (3, 3, 4, 4, 3, 2, 1)より k=3

よって, d1 = 8− 3 = 5, d2 = 8− 3 = 5, d3 = 8− 4 = 4

したがって, G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4}
ここではじめに与えたG(I∆)は (4)である.また, (6)は strongly stableで

あり,残りの G(I∆)はすべて stableである.したがって,例 4.2.4からわかる
通り strongly stable monomial idealは stable monomial idealなので複数得
られた極小生成元集合のなかに一つだけ strongly stableであるものが含まれ
ることがわかる.G(I∆)から f(∆)を求めるときには定理 4.2.2の前半と定理
4.1.3よりただ一通りに決まる.しかし,アルゴリズム 4.2.3から f(∆)から a-

列を求めるとき複数に決まることがわかる.また,定理 4.2.2の後半から a-列か
らG(I∆)を求めるときはただ一通りに決まることがわかる.したがって f(∆)

からG(I∆)を求めるときはただ一通りに決まらず,複数求まることがわかる.

以上のことから∆が stable flag complexのとき,定理 1.3の類似は成り立た
ないことがわかる.
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5 Balanced flag complex

この章では 3章で与えられた strongly stable flagおよび stable flagの性質
と balanced complexの性質を比べる.このことより strongly stable flagおよ
び stable flagのグラフ理論的な性質のひとつを求めることができる.はじめ
に k-colorableおよび balanced complexの定義を述べる.

定義 5.1 ∆を [n]上の simplicial complex とする.

∆が k-colorableであるとはある関数 col:[n]→ [k]が存在して col(i) = col(j)

, i ̸= j ⇒ {i, j} /∈ ∆ をみたすことである. また, (d-1) 次元の simplicial

complex∆が balancedであるとは, ∆が d-colorableであるときとする.

ここで, ∆の次元が d-1であるとき , d ≦ kが成り立つことがわかる. これは
d = max{|F ||F ∈ ∆}で |F | = dとなる F ∈ [n]を F = {i1 < i2 < · · · < id}
とおくと少なくとも d-colorable であるからである. まずはじめに,strongly

stable flagの facetの集合について示す.

補題 5.2 ∆が strongly stable flagであるとき,facetの集合 F (∆)は次のよ
うに表すことができる.

F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk, Fk+1}, 1 ≦ ∃k ≦ n− 1

ただし,1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di+1, di+2, . . . , n},Fk+1 = {k+1, k+2, . . . , n}
である.

証明 ∆は strongly stable flag なので定理 1.1より
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1

}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk

と表すことができる.

また, G(I∆) = {xF | F ∈ N(∆)}よりN(∆)は以下のように書ける.

N(∆) = {{1, 2}, {1, 3}, . . . , {1, d1}, {2, 3}, {2, 4}, . . . , {2, d2}, . . . , {k, k +

1}, {k, k + 2}, . . . , {k, dk}}
ここで∆は flagより F ∈

(
[n]
2

)
\N(∆) ⇒ F ∈ ∆が成り立つ.

ここで
(
[n]
2

)
\N(∆) = {{1, d1 + 1}, {1, d1 + 2}, . . . , {1, n}}

∪{{2, d2 + 1}, {2, d2 + 2}, . . . , {2, n}}
∪ . . .

∪{{k, dk + 1}, {k, dk + 2}, . . . , {k, n}}
∪{{k + 1, k + 2}, {k + 1, k + 3}, . . . , {k + 1, n}}
∪{{k + 2, k + 3}, {k + 2, k + 4}, . . . , {k + 2, n}}
∪ . . .

∪{{n− 1, n}}
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と表すことができる.

また, facetは∆の元である faceの極大元より 1 ∈ F ⇒ {1, d1+1}, {1, d1+
2}, . . . , {1, n} ∈ F である.

同様にして 1 ≦ ∀l ≦ k, l ∈ F ⇒ {l, dl +1}, {l, dl +2}, . . . , {l, n} ∈ F が成
り立つことがわかる.

F1 = {1, d1 + 1, d1 + 2, . . . , n}が facetであることを示す.∃G ∈ ∆, F1 ⊊ G

とする.このとき g ∈ G\F1が存在する.ここで, F1 = {1, d1+1, d1+2, . . . , n}
より g ∈ {2, 3, . . . , n}である.しかし, {1, g} ∈ {{1, 2}, {1, 3}, . . . , {1, d1} ⊂
N(∆).よって, G ̸∈ ∆が成り立つ.したがって F1 は facetである.

Fk+1 = {k+1, k+2, . . . , n}が facetであることを示す.∃G ∈ ∆, Fk+1 ⊊ G

とする.このとき, g ∈ G\Fk+1が存在する.ここで, Fk+1 = {k+1, k+2, . . . , n}
より g ∈ {1, 2, . . . , k}である.また, g < dgであり, {g, dg} ∈ N(∆)が成り立
つ.よって G ̸∈ ∆が成り立つ.したがって , Fk+1 は facetである.

以上より, F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk, Fk+1},
1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n},
Fk+1 = {k + 1, k + 2, . . . , n}が成り立つ.

補題 5.2をつかって以下の命題を示す.

命題 5.3 ∆を [n]上の simplicial complexとする.このとき, ∆が strongly

stable flagならば , ∆は balancedである.

証明 dim∆ = d− 1とする.ここで d = max{|F | | F ∈ ∆}である.

∆が d-colorableであることを示せばよい.

補題 5.2より facetの集合 F (∆)は
F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk, Fk+1}(1 ≦ ∃k ≦ n− 1)

1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}
Fk+1 = {k + 1, k + 2, . . . , n}
と表すことができる.

∆が d-colorableであることは F (∆)の全ての元が d-colorableであればよ
い.なぜなら, ∆のすべての faceは facetに含まれるので d-colorableになる
からである.関数 col:[n]→[k]を以下のように定める.

1 ≦ ∀i ≦ k + 1, col(i) = 1,

k + 2 ≦ ∀j ≦ n, col(j) = j − k.

このときFk+1 = {k+1, k+2, . . . , n}は上に定めた col()によってd-colorable

になる.同様にして 1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}も d-colorable

になる.

j ̸∈ Fi, i ̸∈ Fj , i ̸= j より col(i) = col(j)(i ̸= j) ⇒ {i, j} ̸⊂ Fi, Fj が成り立
つ.したがって, ∆は d-colorableより∆は balanced complexである.
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例 5.4 ∆を [8]上の simplicial complexとする.

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
とおく. これは d1 = 5, d2 = 4, d3 = 4 より d1 ≧ d2 ≧ d3 となる. した
がって,これは I∆が strongly stableとなるG(I∆)である.よって,補題 5.2よ
りF (∆) = {{1, 6, 7, 8}, {2, 5, 6, 7, 8}, {3, 5, 6, 7, 8}, {4, 5, 6, 7, 8}}である.した
がって, dim∆ = 4, d = 5

また, k=3より col(1) = col (2) = col (3) = col (4) = 1,col(5) = 2 , col

(6) = 3 , col(7) = 4 , col(8) = 5とおくことができる.

よって, col({1, 6, 7, 8}) = {1, 3, 4, 5}, col({2, 5, 6, 7, 8}) = {1, 2, 3, 4, 5}
col({3, 5, 6, 7, 8}) = {1, 2, 3, 4, 5}, col({4, 5, 6, 7, 8}) = {1, 2, 3, 4, 5}となる.

また, 1 ̸∈ F2, F3, F4が成り立つ.よって, 1 ≦ ∀i ≦ 4, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4} ̸∈ Fi

が成り立つ.

同様にして, 1 ≦ ∀i ≦ 4, {2, 3}, {2, 4} ̸∈ Fi,1 ≦ ∀i ≦ 4, {3, 4} ̸∈ Fi が成り
立つ.

以上より, ∆は 5-colorable.したがって , ∆は baranced complexである.

定理 5.3よりすべての strongly stable flag complexは balanced complexで
あることがわかる.逆にbalanced flag complexは strongly stable flag complex

であるとは限らないことを以下の例で見る.

例 5.5 ∆を [5]上の simplicial complexとする.

G(I∆) = {x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4}とおく.

この ∆の facetの集合は F (∆) = {{1, 2, 5}, {3, 4, 5}}である.よって d =

max{|F ||F ∈ ∆} = 3

col(1) = col(3) = 1, col(2) = col(4) = 2, col(5) = 3 とおくと ∆ は 3-

colorable.したがって , dim∆=2より∆は balancedである.

また, ∆は flagであるが, x1x2 ̸∈ G(I∆)なので補題 3.1より strongly stable

flagではない.

次に stable flag complex について示す. stable flag complexも補題 5.2,定
理 5.3と類似の命題が成り立つ.

補題 5.6 ∆が stable flagであるとき, facetの集合 F (∆)は次のように表す
ことができる.

F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk}(1 ≦ ∃k ≦ n− 1),

1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}.

証明 定理 1.2より∆が stable flagであるとき
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G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ n

である.ここで∆は flagより F ∈
(
[n]
2

)
\N(∆) ⇒ F ∈ ∆が成り立つ.

したがって,
(
[n]
2

)
\N(∆) = {{1, d1 + 1}, {1, d1 + 2}, . . . , {1, n}}

∪{{2, d2 + 1}, {2, d2 + 2}, . . . , {2, n}}
∪ . . .

∪{{k, dk + 1}, {k, dk + 2}, . . . , {k, n}}
∪{{k + 1, k + 2}, {k + 1, k + 3}, . . . , {k + 1, n}}
∪{{k + 2, k + 3}, {k + 2, k + 4}, . . . , {k + 2, n}}
∪ . . .

∪{{n− 1, n}}
であることがわかる.

facetは∆の faceの極大元より1 ∈ F ⇒ {{1, d1+1}, {1, d1+2}, . . . , {1, n}} ⊂
F である.したがって, {1, d1 + 1, d1 + 2, . . . , n} ⊂ F が成り立つ.同様にして
1 ≦ ∀i ≦ k, i ∈ F⇒ {i, di + 1, di + 2, . . . , n} ⊂ F である.

ここで, 1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n} が facet であること
を示す.∃G ∈ ∆, F1 ⊊ G とする. このとき g ∈ G \ Fi が存在する. ここ
で, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n} より g ∈ {1, 2, 3, . . . , di} \ {i}. しかし,

{1, g} ∈ {{1, 2}, {1, 3}, . . . , {1, d1} ⊂ N(∆).よって, G ̸∈ ∆である.したがっ
て Fi は facetである.

以上より, stable flag complex の facetの集合は
F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk}(1 ≦ ∃k ≦ n− 1),

1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}となる.

補題 5.6を使って以下の命題を示す.

定理 5.7 ∆を [n]上の simplicial complexとする.このとき, ∆が stable flag

complexならば, ∆は balanced complexである.

証明 dim∆ = d-1とする.

このとき, ∆が d-colorableであることを示せばよい.

補題 5.6より∆の facetの集合は
F (∆) = {F1, F2, . . . , Fk}(1 ≦ ∃k ≦ n− 1)

と表すことができる.ただし, 1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {i, di + 1, di + 2, . . . , n}で
ある.

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ di ≦ nより |Fi| = n− di + 1が成り立つ.
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|Fi|が最も大きくなるindexを jとおく.このとき, 1 ≦ ∀i ≦ k, |Fi| ≦ |Fj |
が成り立ち, d = max{|F ||F ∈ ∆} = |Fj | = n− dj + 1となる.

ここで関数 col:[n]→[d]を以下のように定める.

1 ≦ ∀i ≦ k + 1, col(i) = 1,

k + 2 ≦ ∀j ≦ n, col(j) = j − k.

上で定めた col() により 1 ≦ ∀i ≦ k, Fi = {idi + 1, di + 2, . . . , n} は d-

colorableとなる.

j ̸∈ Fi, i ̸∈ Fj , i ̸= j より col(i) = col(j)(i ̸= j) ⇒ {i, j} ̸⊂ Fi, Fj である.

よって, {i, j} ̸⊂ Fi ∩ Fj が成り立つ.したがって, ∆は d-colorableより ∆

は balanced complexである.

strongly stable flag complex は stable flag complex より定理 5.3 は定理
5.7の系であることがわかる.また,上の例 5.5からわかるとおり,balanced flag

complexは必ずしも stable flag complexであるとは限らない.

6 Graded Betti numbers

この章では strongly stable flag complex と stable flag complex に対する
Stanley-Reisner ideal のGraded Betti numberを比較したとき成り立つ定理
を示す.はじめに Graded Betti number の定義を述べる.

定義 6.1([1]Propositon A.2.2) S上の有限生成加群Mに対してminimal free

resolusionを定める.

F : · · · → F2 → F1 → F0 → M → 0

ここで∀i, Fi =
⊕

j S(−j)βijである.このとき, βi,i+j = dimKTori(K,M)j , ∀i, j
をMの Graede Betti numberと呼ぶ.

monomial ideal Iが stable monomial idealであるとき,そのGraded Betti

numberは組合せ論的に求めることができる.この式を Eliahou-Kervaireの公
式と呼ぶ.式の導出は [6]を参照.

定理 6.2([1]Corollary 7.2.3(a)) Iを stable monomial idealとする.このと
き, Iの Graede Betti numberは以下の式で求められる.

βi,i+j(I) =
∑

u∈G(I)j

(
m(u)−1

i

)
また,この公式の類似を squarefree monomial idealのときにも使うことが
できることが [7][8]で示されている.

定理 6.3([1]Corollary 7.4.2(a)) Iを stable squarefree monomial idealとす
る.このとき,Iの Graede Betti numberは以下の式で求められる.

βi,i+j(I) =
∑

u∈G(I)j

(
m(u)−j

i

)
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Stanley-Reisner ideal I∆は squarefree monomial idealなので,そのGraded

Betti numberを求めるときは定理 6.3の式を使う.f-列が等しい simplicial com-

plex ∆が stable flagであるときと strongly stable flagであるときのGraded

Betti numberを比較すると以下が成り立つ.

定理 6.4 [n]上の strongly stable flag complex ∆と stable flag complex ∆′

が f(∆) = f(∆′)をみたすならば以下の等式が成り立つ.

βi,i+j(I∆) = βi,i+j(I∆′), ∀i, j

証明 ∆が strongly stable flag complexならば G(I∆)は定理 1.1より
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd1}
∪{x2x3, . . . , x2xd2}
∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxdk
}

(d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk)

と表すことができる.よって, j ̸= 2のとき G(I∆)には deg(u) ̸= 2となる
u ∈ G(I∆)が存在しないので bi,i+j = 0が成り立つ.

一方, stable flag complex ∆′ の G(I∆′)は定理 1.2より
G(I∆) = {x1x2, . . . , x1xd′

1
}

∪{x2x3, . . . , x2xd′
2
}

∪ . . .

∪{xkxk+1, . . . , xkxd′
k
},

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ d′i ≦ n

である.よって, strongly stable flag と同様に i ̸= 2 ⇒ βi,i+j(I∆′) = 0が成
り立つ.したがって, ∀i, j(i ̸= 2), βi,i+j(I∆) = βi,i+j(I∆′)が成り立つ.

以上より j=2の場合を考える.

j=2のとき, Graded Betti numberは以下のように表すことができる.

βi,i+2(I∆) =
∑

u∈G(I∆)2

(
m(u)−2

i

)
βi,i+2(I∆′) =

∑
u′∈G(I∆′ )2

(
m(u′)−2

i

)
ここでm(u) = 2, 3, . . . , d1, 3, 4, . . . , d2, . . . , dk,

m(u′) = 2, 3, . . . , d′1, 3, 4, . . . , d
′
2, . . . , d

′
k である.

ただし, d1 ≧ d2 ≧ · · · ≧ dk,

1 ≦ ∀i ≦ k − 1, k ≦ d′i ≦ n− 1である.

βi,i+2(I∆) = βi,i+2G(I∆′)となるには
∀c, |{u ∈ G(I∆) | m(u) = c}| = |{u′ ∈ G(I∆′) | m(u′) = c}|が成り立てば
よい.

ここで 4章で論じたことを使う.アルゴリズム 4.2.3において
l11 < l12 < · · · < l1c1 < bd−1

l21 < l22 < · · · < l2c2 < bd−1

. . .
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ld−2
1 < ld−2

2 < · · · < ld−2
cd−2

< bd−1

ld−1
1 < 1d−1

2 < · · · < ld−1
cd−1

< bd−1

のすべての大小関係を決めることで a-列 a = (a1.a2, . . . , an−1)を得ること
ができる.このとき G(I∆)が strongly stableになるのは定理 4.1.3より
l11 < l12 < · · · < l1c1 <

l21 < l22 < · · · < l2c2 <

. . .

ld−2
1 < ld−2

2 < · · · < ld−2
cd−2

<

ld−1
1 < 1d−1

2 < · · · < ld−1
cd−1

< bd−2

が成り立つときのみである. それ以外の並べ方では G(I∆) はすべて sta-

ble になる. つまり, 定理 4.1.4 より等しい f(∆) から得られる a-列の各要素
は順番が異なるだけで要素の個数は等しいことがわかる. よって, ∀c, |{u ∈
G(I∆) | m(u) = c}| = |{u′ ∈ G(I∆′) | m(u′) = c}|が成り立つ.したがって,

∀i, j, βi,i+j(I∆) = βi,i+j(I∆′)が成り立つ.

例 6.5 ∆,∆′ を [8]上の simplicial complexとする.

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
は定理 1.1より∆が stable flag complexとなるG(I∆)であることがわかる.

また, G(I∆′) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4}
は定理 1.2より∆′が strongly stable complexとなるG(I∆′)であることが

わかる.ここで f(∆) = f(∆′) = (8, 20, 22, 11, 2)である.

定理 6.3より βi,i+j(I) =
∑

u∈G(I)j

(
m(u)−j

i

)
を用いて I∆と I∆′ のGraded

Betti numberを求める.

G(I∆) = G(I∆)2, G(I∆′) = G(I∆′)より j ̸= 2, βi,i+j(I∆) = G(I∆′) = 0が
成り立つ.また, G(I∆)において d1 = 5, d2 = 4, d3 = 4, d4 = 5,G(I∆′)におい
て d′1 = 5, d′2 = 5, d′3 = 4である.

よって, βi,i+2(I∆) =
∑(

m(u)−2
i

)
より

βi,i+2(I∆) =
(
1
i

)
+
(
2
i

)
+
(
3
i

)
+
(
1
i

)
+
(
2
i

)
+
(
2
i

)
+
(
3
i

)
bi,i+2(I∆′) =

(
1
i

)
+
(
2
i

)
+
(
3
i

)
+
(
2
i

)
+
(
2
i

)
+
(
3
i

)
+
(
2
i

)
したがって, ∀i, βi,i+2(I∆) = bi,i+2(I∆′)が成り立つ.

f(∆) = (8, 20, 22, 11, 2)となる stable flag complex∆のG(I∆)と aは 4章
の議論により以下の 6通りになる.
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(1) a = (3,3,4,4,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4}
(2) a = (3,4,3,4,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4, x3x5}
(3) a = (4,3,3,4,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4, x3x5}
(4) a = (3,4,4,3,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4, x1x5}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
(5) a = (4,3,4,3,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4, x2x5}
∪{x3x4}
∪{x4x5}
(6) a = (4,4,3,3,3,2,1)

G(I∆) = {x1x2, x1x3, x1x4}
∪{x2x3, x2x4}
∪{x3x4, x3x5}
∪{x4x5}
このうち,(1)のみ∆が strongly stable flag complexになり,(2),(3),(4),(5),(6)

は stable flag complexになることがわかる.

これらの Graded Betti numberを計算すると以下のようになる.

βi,i+2(I∆) =
(
1
i

)
+
(
1
i

)
+
(
2
i

)
+
(
2
i

)
+
(
2
i

)
+
(
3
i

)
+
(
3
i

)
したがって, I∆ のすべての Graded Betti numberは一致する.

参考文献

[1] J.Herzog, T.Hibi, Monomial Ideals. Springer-verlag London,2011

[2] R.stanley,Combinatorics and Commutative Algebra,Second Edition.Bi
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