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代数閉体 k 上のスキーム X0 の versal deformationについて,それが存在するかどうかということ以上に一

般的にわかっていることはほとんどない. Schlessingerの criterionによって versal deformationの存在がわ

かっている場合として,

(1) X0 is affine with isolated singularities.

(2) X0 is projective.

の二つがある. (1)のときはたとえば [6]で具体的な versal deformationの計算が行われている.本論文では,

あまり行われていない (2) の場合について,とくに,非特異な射影スキームの versal deformationを計算する

ことを考えた.その結果,四次以下の非特異平面曲線については, versal deformationの中でも変数の数が一番

少ないminiversal deformationが次の方法で計算できることが分かった.すなわち,

Main theorem

X0 = V(f) ↪→ P2
k = Proj k[x0, x1, x2] を d次 (d ≤ 4)の非特異平面曲線とする. xifxj (0 ≤ i, j ≤ 2)の生

成する k[x0, x1, x2] のイデアルを J とする. µ := dimk(k[x0, x1, x2]/J)d 次部分 とおく. g1, . . . , gµ を d 次斉

次多項式で, k[x0, x1, x2]/J への像が (k[x0, x1, x2]/J)d 次部分 の k 上のベクトル空間としての基底となってい

るものとする.

X0 の deformation (V,R)を次で定める.

R := k[[t1, . . . , tµ]] , F := f +

µ∑
i=1

ti gi

V := V(F ) ↪→ P2
R , Vn := V ×SpecR Spec(R/mn+1

A )

このとき, deformation (V,R)は X0 のminiversal deformationである.

versal deformationが具体的にわかることによって, X0 の全ての deformationの具体的な形がわかる.

k を代数閉体, X0 を k 上のスキーム, A を完備 Noether 局所 k 代数で剰余体が k であるもの, An :=

A/mn+1
A とする.

Definition Deformation of a scheme ([7] Definition 6.1)

deformation (X,A) とはスキームの族 X = {Xn} と完備 Noether 局所 k 代数で剰余体が k である環 A

で, 各 n ≥ 0 に対し An 上 flat and of finite type なスキーム Xn と closed embedding Xn−1 ↪→ Xn で同

型 Xn−1 ≃ Xn ×SpecAn SpecAn−1 を導くものから成る. X は X0 の A 上の abstract deformation, または

deformationであるという.

X,X ′ がともに A 上の X0 = X ′
0 の deformation のとき, ϕ : X ≃ X ′ が同型とは, 各 n ≥ 0 に対し

ϕn : Xn ≃ X ′
n であって ϕn|Xn−1 = ϕn−1,さらに ϕ0 : X0 → X0 は恒等写像であるものとする.

C を局所 Artin環の圏, Ĉ を完備 Noether局所 k代数で剰余体が kであるものの圏, F を C から (Sets)への
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covariant functorとする. R ∈ Ĉ とするとき, lim←−F (R/mn)の元と covariant functorの射Homk(R,−)→ F

の間に一対一の対応がある.

Definition Smooth morphism ([2] p.108 Definition)

G → F を functorの射とする.任意の A ∈ C に対し, G(A) → F (A)は全射で,さらに任意の A,B ∈ C と
全射 B → Aに対し G(B) → G(A) ×F (A) F (B) が全射であるとき, functorの射 G → F は smoothである

という.

A ∈ C に対し集合 Def(X0)(A)={isom. classes of deformations of X0/A} を対応させる functorを F と

すると, X0 の R ∈ Ĉ 上の deformation X は射 Homk(R,−)→ Def(X0)を与える.この射が smoothのとき,

X を versal deformationという.

とくに, D := k[t]/t2 とするとき, Homk(R,D) → Def(X0)(D) が全単射ならば, X を miniversal defor-

mationという.

一般的な非特異平面四次曲線は 28 本の bitangent を持つことが知られている. 最後に, Fermat quartic の

ある 1 変数の deformation によって, Fermat quartic の bitangent の数がどのように変化するかを調べた.

i4 を tangent の intersection multiplicity が 4 である inflection point の数, i3 を tangent の intersection

multiplicityが 3である inflection pointの数, l を bitangentの本数とすると,これらの関係は下の表のよう

になっていることがわかった.

i4 i3 l

x4 + y4 + z4 12 0 16

x4 + y4 + z4 + tx2y2 4 16 24

x4 + y4 + z4 + tx2yz 0 24 28
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