
2015年2月6日

四次以下の非特異平面曲線の

Versal Deformationについて

楫研究室所属　修士2年

5112A047-2　根本卓弥



1 Main theorem
代数閉体k上のスキームX0のdeformationの中でも全ての
deformationの情報を含むversal deformationと,

そのversal deformationの中でも一番無駄がないminiversal

deformationについて,それらが存在するかどうかということ
以上に一般的にわかっていることはほとんどない.



Schlessingerのcriterionによってversal deformationの存在
がわかっている例として,

(1) X0 is affine with isolated singularities.

(2) X0 is projective.

の二つがある. (1)のときは具体的な計算も行われている
が,(2)のときについて具体的なversal deformationの形を求
めたものは無かった.本論文では(2)のとき,とくに非特異な
射影スキームのversal deformationを計算することを考えた.

その結果,四次以下の非特異平面曲線については, miniversal

deformationが次の方法で計算できることが分かった.



Main theorem

X0 = V(f) ↪→ P2
k = Proj k[x0, x1, x2] をd次(d ≤ 4)の

非特異平面曲線とする.

J := {xifxj } (0 ≤ i, j ≤ 2) ⊂ k[x0, x1, x2]

µ := dimk(k[x0, x1, x2]/J)d とおく. g1, . . . , gµをd次斉
次多項式で, k[x0, x1, x2]/Jへの像が(k[x0, x1, x2]/J)dの
k上のベクトル空間としての基底となっているものとする.

R := k[[t1, . . . , tµ]], F := f +

µ∑
i=1

ti gi

V := V(F ) ↪→ P2
R, Vn := V ×SpecR Spec(R/mn+1

A )

このとき, (V,R)はX0のminiversal deformationである.



Remark

X0をPn
kのd次の超曲面とする. n ≥ 3, d ≥ 2のときは,

(n, d) = (3, 4)のときを除き,定理の方法でminiversal

deformationが計算できる. (n, d) = (3, 4)のときは 定理の
方法でminiversal deformationの計算はできない.

またn = 2, d ≥ 5のときも定理の方法でminiversal

deformationの計算はできない.



2 Versal deformationを具体的に

計算することについて
C を局所Artin環の圏, Ĉを完備Noether局所k代数で剰余体
がkであるものの圏とする.

A ∈ C に対し集合

Def(X0)(A)={isom. classes of deformations of X0/A}

を対応させる functor C → (Sets)をDef(X0)とすると, X0

のR ∈ Ĉ上のdeformation Xと functorの射
Homk(R,−) → Def(X0)は一対一対応.



(X,R)の定める射

Homk(R,A) → Def(X0)(A)

R → A 7→ X ×SpecR SpecA

Xがversal deformationのとき,この写像は全射.

Xがminiversal deformationのとき,この写像は全単射.

したがってminiversal deformationを具体的に計算できると,

すべてのdeformationの形がわかる.



3 Miniversal deformation of

Fermat quartic
X0がf = x4 + y4 + z4の定める
V(f) ↪→ P2

k = Proj k[x, y, z]のとき,定理のイデアルJは

J = {xfx, yfx, zfx, xfy , yfy , zfy , xfz , yfz , zfz}

= {4x4, 4x3y, 4x3z, 4xy3, 4y4, 4y3z, 4xz3, 4yz3, 4yz3, 4z4}

となり,したがって

H1(TX0 ) ≃
(

k[x, y, z]

(x4, x3y, x3z, xy3, y4, y3z, xz3, yz3, z4)

)
4

である.このkベクトル空間の基底としてはJの生成元に現れ



ない単項式をとればよい.よって,

g1 = x2y2, g2 = x2z2, g3 = y2z2

g4 = x2yz, g5 = xy2z, g6 = xyz2 　として

R := k[[t1, . . . , t6]] , F := f +

µ∑
i=1

ti gi

V := V(F ) ↪→ P2
R , Vn := V ×SpecR Spec(R/mn+1

A )

とおくとMain theoremより, (V,R)がX0のminiversal

deformationである.

fが複雑な場合も,Jのグレブナー基底を計算して,その先頭項
に含まれない多項式の同値類をとればよい.



4 Deformation of Fermat quartic

and its 16 bitangents
一般的な非特異平面四次曲線の inflection pointの数は24個
であり,また,一般的な非特異平面四次曲線は28本の
bitangentを持つことが知られている.

i3:tangentが3回交わる inflection pointの数
l:bitangentの数

l = 16 +
1

2
i3



が成り立つ(N. Namba, ”Geometry of algebraic projective

curves”).

Fermat quarticの inflection pointの数は12個で,その点での
tangentの intersection multiplicityは4である.

i4:tangentが4回交わる inflection pointの数
i3:tangentが3回交わる inflection pointの数
l:bitangentの数

i4 i3 l

f = x4 + y4 + z4 12 0 16



Fermat quarticのbitangentの数は非特異平面四次曲線の中
で最少.よって, Fermat quarticのdeformationによって
bitangentは16本から増加していき,一般的な曲線が得られた
とき28本になるということが考えられる.

(A) F = x4 + y4 + z4 + tx2y2のとき
Fの inflection pointはMathematicaで計算してみると20個
あることがわかる.

2i4 + i3 = 24, i4 + i3 = 20

が成り立つのでi4 = 4, i3 = 16である.このときbitangent

の数 lは l = 16 + 8 = 24本に増えている.



i4 i3 l

x4 + y4 + z4 12 0 16

x4 + y4 + z4 + tx2y2 4 16 24

(B) F = x4 + y4 + z4 + tx2yzのとき
x4 + y4 + z4 + tx2yzの inflection pointはMathematicaで
計算してみると24個あることがわかる.

2i4 + i3 = 24, i4 + i3 = 24

よりi4 = 0, i3 = 24であり,bitangentの数 lは
l = 16 + 12 = 28本.



inflection pointとbitangentの数についてまとめると次のよ
うになる.

i4 i3 l

x4 + y4 + z4 12 0 16

x4 + y4 + z4 + tx2y2 4 16 24

x4 + y4 + z4 + tx2yz 0 24 28


