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Abstract

R2 上にいくつか観測値 (xi, yi) が与えられているとする. 統計学で
は,これらの観測値を何らかの代数曲線で近似するという問題が良く扱わ
れる.既存の方法として最小二乗法があり,多くの相関分析の手法がこれ
に帰着される.これらはまず代数曲線の次数を適当に決めた後,最もデー
タと良く当てはまるよう係数を決めていくものである. ここで,代数曲線
の次数は“人間の目”を用いて決めなくてはならない. つまり,どのよう
な代数曲線に近似させるかを決めなくてはならず, その数学的な方針は
無い,という欠点を持つ.
この論文では border bases という道具を用いる事により, 与えられた
観測値を次数を仮定せずに代数曲線で回帰する方法を提案しそれを考察
する.

1 Introduction

統計学とは,ある対象について法則性を見出し,確定する事が目的である.

統計学の重要なテーマの一つに,実験的に得られたデータに最も良く当てはま

るような曲線を求める曲線回帰がある.これは学問的にも実務的にも大変必要

性の高いものである.　

曲線回帰には多くの手法がある.最も良く用いられるのは最小二乗法であり,

多くの手法はこれに帰着される.具体的には後述するが,これは次のようなス

テップで計算される.

step1.データを収集する.

step2.回帰すべきモデル（本論文では代数曲線に限る）を定める.つまり代数

　　　曲線の次数を決める.

step3.モデルの係数を定める.

ここで step2についてあるが,曲線の次数を求める際の数学的な指針は無い.

計算する人の経験に基づいて行う必要がある.例えば２次曲線とも３次曲線と

も考えられるような観測値の扱いは難しい.

本論文は, border bases という代数幾何学や計算代数の分野で近年注目さ

れ始めた道具を用いて,曲線回帰を行う方法を提案する. この手法を border

bases 法 と呼ぶ事にする. border bases 法は step2 で行う次数の決定を数

学的な指標に基づいて行う事ができる.それと同時に,十分に観測値が多く与

えられていれば,任意の次数の曲線で回帰を行う事ができる. この論文では

border bases 法の理論的背景と計算方法を述べ,いくつかの例を用いてこの

手法の長所短所,課題などを考察していく. その結果,border bases 法は曲線

回帰の方法として,問題点や課題がまだまだ多い反面,独自の強みを持つもの

であることがわかる。
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2 Border Basesと諸定義

この章では border bases の定義と基本的な性質について述べる. 以下,

P = R[x1, ..., xn] とする. また Tn を power product全体,即ち,

Tn =
{
xa1
1 · · ·xan

n | ai ∈ Z≥0

}
とする.

Definition 2.1 X =
{
p1, ..., ps

}
を Rn の空で無い部分集合とし,　　　　

　 G =
{
g1, ..., gk

}
を P の空でない部分集合とする.

　 (a) I(X) =
{
f ∈ P | f(pi) = 0 ∀pi ∈ X

}
を vanishing ideal of X とい

　　　う.

　 (b) R-linear mapとして evalX : P → Rs を evalX(f) = (f(p1), ..., f(ps))

　　 で定義する.この R-linear map を X に関する evaluation map とい

　　 う. evalX(f) を f(X)と書くこともある.

　 (c) G の X に関する evaluation matrix とは

MG(X) =


g1(p1) · · · gk(p1)

...
. . .

...

g1(ps) · · · gk(ps)

 ∈ Mats,k(R)

　　である.

Definition 2.2 O を Tn の空で無い部分集合とする.

　 (a) O の closure とは,ある O の元を割り切るような power product 全

　　　体の事である. O と書く.

　 (b) O = O であるとき, O を order idealという.

　 (c) I ⊆ P を zero-dimensional ideal とし, s = dim(P/I) とする.このと

　　　き, O が order ideal でその剰余類が P/I の (Rの vector space とし

　　　ての) basis であるとき, O を quotient basis for I という.

　 (d) Oを order ideal とする. O の borderとは,

∂O = (x1O ∪ ... ∪ xnO) \ O

　　　である.
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次の例をみると,order ideal と border が直感的に理解できると思う.

Example 2.3 O =
{
1, x, y, xy, y2

}
とすると, これは order ideal であり,

border は ∂O =
{
x2, x2y, xy2, y3

}
となる.これは下の図のようになる.横軸

は x の指数,縦軸は y の指数である.

　 -

6
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Definition 2.3 O =
{
t1, .., tµ

}
を order ideal とし,その border を

∂O =
{
b1, ..., bν

}
とする. gi = bj −

∑µ
i=1 αijti とし, B =

{
g1, ..., gν

}
とお

く.（ただし αij ∈ R）. I ⊆ P を B を含む ideal とする. このとき, O が,

P/I の basis であるとき, B を O に基づく I の boder basis という.簡単

に, I の O -border basis という.

Proposition 2.4 (Existence and Uniqueness of Border Bases)

I ⊆ P を zero-dimensional ideal とし, O =
{
t1, .., tµ

}
を quotient basis for

I とする.このとき, I の O-border basis は一意的に存在する.

proof. [2] の Proposition 6.4.17を見よ.

Propsition 2.5 (The Border Basis Algorithm)

zero dimensional ideal I ⊂ P が与えられているとき, I の border basis を求

めるアルゴリズムが存在する.

proof. [2] の Theorem 6.4.36を見よ

最後に,次の section の準備として admissible perturbation等を定義して

おく.まず, Rn 上の normを定義しておこう. v = t(v1, ..., vn) ∈ Rn とし, E

を成分が正の n × n 対角行列とする.このとき,以下のように normを定義

する.
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∥v∥ =

√√√√ n∑
j=1

v2i

∥v∥E = ∥Ev∥

Definition 2.6 p を Rn 上の点, ε ∈ R+ とし, ε = (ε1, ..., εn) とする. この

とき,組 (p, ε) を empirical point と言い, pε と書く.また, p を specified

value , ε を tolerance と言う.

Definition 2.7 pε を empirical point とし, tolerance を ε = (ε1, ..., εn) と

する. E を対角成分が正の R 上 n×n 行列とし, E = diag(1/ε1, ..., 1/εn) と

する. pε の ellipsoid of perturbasions を次のように定義する.

N(pε) =
{
p̃ ∈ Rn | ∥p̃− p∥E ≤ 1

}

Definition 2.8 X = (p1, ..., ps) を Rn の部分集合とする. ε を tolerance と

し, empirical point の集合 Xε =
{
pε1, ..., p

ε
s

}
を考える.このとき,

(p̃1, ..., p̃s) ∈
s∏

i=1

N(pεi )

を満たす Rnの部分集合 X̃ =
{
p̃1, ..., p̃s

}
をXεのadmissible perturbation

と言う.

つまり, admissible perturbation とは X を微小変化させたもの全体である.

Definition 2.9 p1 , p2 ∈ Rn の empirical point pε1 , pε2 が

N(pε1) ∩N(pε2) = ∅

を満たす時, pε1 , pε2 は distinct であるという.
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3 Stable Border Bases

この sectionでは, section2で定義した border bases等の道具を用いて, 本

論文の中心的役割を担う stable border basesを定義し,その性質について述

べる. 以下では, X =
{
p1, ..., ps

}
⊂ Rn とし,その empirical point の集合を

Xε =
{
pε1, ..., p

ε
s

}
⊂ Rn とし,さらに Xε の admissible perturbation を X̃ と

する. また, X の任意の二つの元は ε において distinct であるとする.

Definition 3.1 O を order idealとする. このとき, O が Xε に関して stable

とは, Xε の 任意の admissible perturbation X̃ において, evaluation matrix

MO(X̃) が full rank である事を言う.

この定義の条件で,何故 O が“ stable ”と呼ばれるかについては後述する.

Proposition 3.2 O = (t1, ..., ts) を I(X) の quotient basis とし, Xε に関

して stable とする. O の border を ∂O =
{
b1, ..., bν

}
とする. このとき,

任意の Xε の admissible perturbation X̃ について, I(X̃) は O-border basis

を持つ.さらに, I(X̃) の border basis は, B̃ =
{
g1, ..., gν

}
である. ただし,

gi = bj −
∑s

i=1 αijti であり, bj(X̃) =
∑s

i=1 αijti(X̃) が成り立つ ( αij はあ

る R の元).

proof. [3] の Proposition 3.2を見よ.

この Proposition から O が stable である時,次の事が分かる. X と,それ

を微小変化させた, X̃ においても,vanishing ideal の border basis は,border

以外の項の係数部分が変化するだけなのである. さらにこの係数部分の変化

も,tolerance ε に依存するものであり,これが十分小さければ係数の変化も小

さくなるのである (この議論については [3]の Proposition3.2の後の部分を参

照). border basis が安定的と言う意味で, O は stable なのである.

Definition 3.3 O を I(X) の quotient basis とする.この時, O が Xε に関

して stable のとき, I(X) のO-border basis は Xε に関して stable であると

いう. O が明確である場合は, I(X) の Xε に関する stable order basis と言

う事もある.

ここまでの議論をまとめると, I(X) の Xε に関する stable border basis を

求めるには,結局 quotient かつ Xε に関して stable な border を見つければ

良い事になる. さらに次の命題で,任意の O-border basis は tolerance を十

分小さく取れば Xε に関して stable にできる.

Definition 3.4 O を I(X) の quotient basis とする.このとき, O が Xδ に
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関して, stable になるような tolerance δ が存在する.

proof. [3] の Proposition 3.4を見よ.

Proposition 3.5 X と tolerance ε を与えると, stable order ideal O を与
えるアルゴリズムが存在する.又, #X = #O であるとき, I(X) は Xε に関し

て stable な border basis を持つ.

proof. [3] の Proposition 4.3と Theorem 4.4 をみよ.

ここで, stable order ideal が与えられているとき, stable border basis を求

めることが出来る.（[3]参照）つまり,任意の Xに対して,十分小さな tolerance

ε を与えれば, X に関して stable な border basis を求められる事が分かった.
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4 主結果：代数曲線回帰の手法と考察

メインテーマであるこの section では, section3 の stable border bases を

用いて代数曲線を近似する手法を述べ, といくつかの例からそれを考察する.

4.1 代数曲線回帰の方法

まず,どのような手順で代数曲線回帰を行うのかを述べる. 何が問題となっ

ているのかはっきりさせておく.

Question 観測値 X̃ =
{
p̃1, ..., p̃s

}
⊂ Rn が与えられている. X̃ はある代数曲

線上の点の集合であると考えられるが, 多少のずれが生じているとする.この

とき,ある代数曲線を求めよ.

section3 で,任意の点集合は stable border basis をもつことを述べた. さら

に,Oが stableである時, Xと,それを微小変化させた, X̃においても,vanishing

ideal の border basis は,係数が微小に異なるだけである事も分かっている.

つまり,次のような手順で近似的に回帰を行う事が出来る.

step.1 tolerance として十分小さな適当な値を取る.

step.2 観測値の stable border basis を求める.アルゴリズムがそれを返さな

　い場合は tolerance としてさらに小さい値を選びなおす.

step.3 係数が小さい項を無視し,最も良く観測値を反映していると考えられ

　る多項式を選びだす.

実際に近似を行う際は工夫が必要であるが,それについては以下の具体例で

説明する.

4.2 Examples

では,具体例を用いて代数曲線回帰を実行してみよう.比較のため,最小二

乗法で近似した場合の結果も記載しておく.ここでは簡単のため R2 上のデー

タを扱い R[x, y] 上の多項式で定義される代数曲線でのみ考える. また,計算

には ApCoCoAを用いた. 以下の全ての Exampleについて, border bases 等

の詳しいデータは論文の最後に資料として記した.

Example.1. 直線回帰

観測値 X̃ =
{
(0, 0), (1, 3), (2, 5.9), (3.1, 9)

}
が与えられている. stable

order ideal は {
1, y, y2, y3

}
7



stable border basis は

B =



x+ 0.000031y3 − 0.00022y2 − 0.327y,

xy − 0.00017y3 − 0.330y2 + 0.0049y,

xy2 − 0.360y3 + 0.168y2 − 0.267y,

y4 − 17.9y3 + 97.8y2 − 159.3y,

xy3 − 6.27y3 + 34.93y2 − 57.32y


となる. なお, border basis の計算結果の数字に関しては,煩雑さを防ぐ

ため近似値を記している.ここで, stable border basis の一番目の式に

注目してみる. 小さい係数を持つ項を無視することにより,

x+ 0.000031y3 − 0.00022y2 − 0.327y ≈ x− 0.327y

と近似できる.実際,観測値は x− 0.327y で定義できる曲線に“ほぼ”

乗っている事が分かる.

一方,最小二乗法による回帰では,

y = 2.90− 0.0494

という結果が得られる.

この例では, xy 平面上で傾きが３で,原点を通る直線上の点を少しずら

したものを観測値として与えた.border bases 法でも最小二乗法でも良

い近似が得られたと言えるだろう.

Example.2 二次曲線回帰 (楕円)

観測値

X̃ =
{
(1, 0.86603), (−1,−0.86603), (1.73205,−0.5), (−1.73205, 0.5), (2, 0.02),

(−2.001, 0.01), (0.5,−0.96825), (−0.5, 0.96825)
}

が与えられている.

-2 -1 1 2

-1.0

-0.5

0.5

1.0

stable order ideal は {
1, x, y, y2, xy, x2, y3, xy2

}
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となり, stable border basis は,明瞭性のため一部のみ記すが,以下のよ

うになる.

B =



x2y + 0.00219xy2 + 3.995y3 + 0.9466x2 − 0.00293xy

+3.788y2 + 0.000695x− 3.99y − 3.79,

x3 + 4.0039xy2 + 0.00759y3 + 0.001005x2 − 0.000134xy

+4.021y2 − 4.00228x− 0.00634y − 4.02,
...


ここで,まず一番上の式について,やや粗いが小数点第１位で四捨五入

しよう.すると

x2y + 4y3 + x2 + 4y2 − 4y − 4 = (x2 + 4y2 − 4)(y + 1)

となる.二番目の式についても同様にして,

x3 + 4xy2 + x2 + 4y2 − 4x− 4 = (x2 + 4y2 − 4)(x+ 1)

となる.

一方,最小二乗法による回帰では,

x2 − 0.039xy + 3.984y2 + 0.011x+ 0.034− 4.015

という結果が得られる.これを小数点第一位で四捨五入すれば,

x2 + 4y2 − 4 が得られる.

この例では x2 + 4y2 − 4で定義される代数曲線を観測値として与えた.

border bases 法,最小二乗法のどちらでも良い近似が得られたように見

える.少数第二位まで切り捨てないとしても,本来のモデルに近い,楕円

をわずかに回転させた,代数曲線が得られる. border basis 法で得られ

た結果では, y+1 や x+1 という余計な式が付いている.こういった式

をどのように処理するかは bordr bases 法の課題であると考えられる.

Example.3 直線 or楕円

観測値

X̃ =
{
(−8, 0), (−7, 0.484), (−3,−0.927), (2, 0.968),

(5,−0.781), (−6, 0.661)
}

が与えられているとする.

-8 -6 -4 -2 2 4 6

-1.0
-0.5

0.5
1.0

これは,直線 ( x 軸)とも x 軸方向に長軸を持つ楕円とも予測できる.ま

ず,一次式と二次式の場合で最小二乗法で近似してみよう.

一次式：y = 0.00946x+ 0.00754

9



二次式：x2 +0.00485xy+64.00y2 − 0.000645x+0.00222y− 64.00 = 0

一方, stable order ideal は,{
1, x, y, y2, xy, y3

}
となり, stable border basis は明瞭性のため一部のみ記すが,以下のよ

うになる.

B =



x2 − 0.03494y3 − 0.00429xy + 64.013y2 − 0.000557x

+0.0487y − 64.0045,

x2y + 64.024y3 − 0.001261xy − 0.0009956y2 + 0.00215x

−64.01y + 0.01721,
...


一番目の式については,少数第３位を四捨五入すると,

x2 + 64.01y2 − 64.00

という結果が得られる.二番目の式についても同様に四捨五入し,整理

すると

y(x2 + 64.02− 64.01)

二番目の式は楕円と x 軸の和集合を定義する.Example.2の状況と異な

り,y も x2 + 64.02− 64.01 も良い回帰の一つだと考えられる.

最小二乗法でも, border bases 法でも,回帰の結果に大きな差異はない.

しかし border bases 法では最初に代数曲線の次数を過程することなく

近似できる点が大きな強みなのである.最小二乗法では,一次曲線か二

次曲線で近似できると“人間の目”で判断した. border bases 法ではそ

の必要はない.

以上の例では,楕円と直線のみ扱ったが,もちろん放物線等の他の二次曲線

でも,高次の代数曲線による近似も可能である.

4.3 考察

最後に, border bases 法の長所短所,課題を述べよう.

・　 観測値の量が十分に多いときには,任意の次数の代数曲線で回帰が可能

となる.

・　 ある値より小さい係数を持つ項は無視する等の条件を決めておく事で,

何次の代数曲線で近似する事が適当であるのかを,調べる事が出来る.次

数を調べた後に, 最小二乗法等で得られた回帰曲線の信頼性を再検証す

ることも可能である.
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・　 本論文では R[x, y] 上でのみ Example で検証したが, R[x1, ..., xn] 上で

も全く同様に,理論上は曲線回帰は可能である.ただし,処理量はかなり

増加する.

・　 Example2 の結果のように,得られるであろう代数曲線が既約で無い多

項式の因数として現れるようなケースがある. 実験の結果,観測値とし

て与えられる点の量が多い場合はこのようなケースは少なくなると予

想できたが,数学的な説明を与えるには至っていない.

・　 観測値として与えられる点が多くなると, border bases の計算量も増加

し, 求まる border bases の個数も増加する.これは, Proposition 3.5 の

後半部分と, order ideal が大きくなれば その border も大きくなるから

である.結果, border bases のどの多項式を見れば良い回帰式が得られ

るのか調べる時間もかかる. 近似の信頼性を向上させるために観測値を

増やす事は必要であるが, 処理に時間がかかるようになってしまう. 対

策として,あらかじめ,「出来るだけ次数の小さい代数曲線で回帰する」

等の方針を決めておけば計算量を抑える事が出来る. また, step3 にも

う少し明確な良い基準を与え,回帰曲線の候補を返すアルゴリズムをつ

くる等の対処法も考えられる.

・　 検定統計量が分からないため,得られた代数曲線の確からしさを統計学

的に測る事が出来ない.これは大きな課題と言える. (検定統計量につい

ては適当な統計の教科書等を参考にしてほしい)

・　 観測値の偏りに影響を影響を受けやすい. border bases 法は,曲線の形

を決めないため,偏ったデータや他の数値と大きく異なるものが一つで

もあると border bases を大きく変えてしまう.とびぬけた値であれば

不適切なデータとして最初から観測値から除くことも考えられる.

・　 distinctで無くてはならないため,同一の点２つ以上存在する時に, border

bases を求める事が出来ない.この場合は微小に点を動かして, distinct

になるように観測値に補正を加えれば良いと考えられる.

以上のように,問題点や課題はまだまだ多いが, border bases 法は曲線回帰

の方法として独自の強みを持つものである.
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資料

Examples で扱った stable border bases 等についてApCoCoAで計算した

結果を資料として載せておく. Example.1 については出力そのまま載せてお

くが,見やすさを考慮して Example.2 と 3 については係数を近似した値を載

せておく. 以下, B は stable border basis , O は stable order ideal , X̃ は観
測値である.

Example.1

X̃ =
{
(0, 0), (1, 3), (2, 5.9), (3.1, 9)

}
O =

{
1, y, y2, y3

}
　

B =
{

77682742979400282241480559762643433765773088184

0532865211887100614688707/250000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

000000000y3

−27809112726912165082636981733906754174094533

43919134533941947075183628039/12500000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000y2

+x

−163469402076800127364784893866170614346553714

212695001141674469854556956987/5000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000y,

−1668520578420467185761957730812013348164627363

737486095661846496106785317/1000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

0000000000y3
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+xy

−824944382647385984427141268075639599555061179

08787541713014460511679644049/25000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000y2

+123748609566184649610678531701890989988876529

477196885428253615127919911/2500000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

00000000y,

xy2

−359844271412680756395995550611790878754171301

44605116796440489432703003337/10000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000y3

+42032814238042269187986651835372636262513904

3381535038932146829810901001/250000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

00000000y2

−265795328142380422691879866518353726362625139

043381535038932146829810901/1000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

0000000y,

y4

−179/10y3

+489/5y2

−1593/10y,

xy3

−62730812013348164627363737486095661846496106

7853170189098998887652947719689/100000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

0000000000000y3
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+17463487208008898776418242491657397107897664

0711902113459399332591768631813/500000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000y2

−14330798109010011123470522803114571746384872

080088987764182424916573971079/2500000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000

000000000y}
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Example.2

X̃ =
{
(1, 0.86603), (−1,−0.86603), (1.73205,−0.5),

(−1.73205, 0.5), (2, 0.02), (−2.001, 0.01),

(0.5,−0.96825), (−0.5, 0.96825)
}

O =
{
1, x, y, y2, xy, x2, y3, xy2

}

B =
{

x2y + 0.0021871337xy2 + 3.9957516075y3 + 0.9466689208x2

−0.0029307704xy + 3.7882554218y2 + 0.0006956227x

−3.9946312852y − 3.7896060902,

x3 + 4.0039960730xy2 + 0.0075951544y3 + 1.0052483208x2

−0.0001338544xy + 4.0210163921y2 − 4.0022802441x

−0.0063467738y − 4.0211121695,

y4 + 0.3576069111xy2 − 0.2307981167y3 + 6.6399193424x2

−0.2563280911xy + 25.5142170749y2 + 0.0074992208x

+0.3933741054y − 26.5827802561,

xy3 − 0.7258708041xy2 + 0.4310045251y3

−13.8060136593x2 − 0.0759315930xy − 54.8359181240y2

−0.0064826804x− 0.7588300477y + 55.2777294790

x2y2 − 1.4323220755xy2 + 0.9268708409y3

−27.3974548338x2 + 1.0278595468xy − 109.4093953618y2

−0.0306093698x− 1.5781783537y + 109.6847894609}
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Example.3

X̃ =
{
(−8, 0), (−7, 0.484), (−3,−0.927), (2, 0.968),

(5,−0.781), (−6, 0.661)
}

O =
{
1, x, y, y2, xy, y3

}

B =
{

−0.0349497195y3 + x2 + 0.0042887300xy

+64.0130240699y2 − 0.0005572217x+ 0.0487914634y

−64.0044577737,

xy2 − 6.1875522796y3 + 0.0391632477xy

+3.7538885881y2 − 0.3805374455x+ 4.0809662963y

−3.0442995642,

x2y + 64.0240374301y3 − 0.0012612812xy

−0.0009955977y2 + 0.0021524283x− 64.0108091778y

+0.0172194267,

y4 − 0.4441632477y3 − 0.0153391487xy

−0.9638888944y2 + 0.0148901332x+ 0.3190514473y

+0.1191210663,

xy3 + 1.2479299148y3 − 0.4769829902xy

−2.0301610985y2 + 0.1070365604x− 1.2299759484y

+0.8562924838}
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