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1 概要

G.FatabbiやA.Lorenziniによる，fat points idealsのminimal graded free

resolutionに関する論文 (［F］［FL］)を読んだ．ここで言う fat points ideal

I は，多項式環 k[X0, X1, · · · , Xn](k:field)上の idealで，

I = pa0
0 ∩ pa1

1 ∩ · · · par
r (r < n, a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ ar)

のことである．(pi = 〈X0, X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xn〉) また，ここで言う
ideal I のminimal graded free resolution F.とは，

F. : · · · −→ Fq
ϕq−→ Fq−1 −→ · · · −→ F1

ϕ1−→ F0 −→ I −→ 0

が free resolution で，ϕq(Fq) ⊂ mFq−1 (m : R の maximal ideal) を満

たし，各 Fq が，Fq = ⊕jR(−j)βq,j(I) の free modulesの形で書けているこ

とである．このとき，βq,j(I)のことを graded betti numbers という．また，

βq(I) =
∑

j βq, j(I)を total betti numbers という．この fat points idealsは，

minimal graded free resolutionsや，Hilbert functions HI(d)(= dimkId)は

あまり知られていない．実際，G.Fatabbiや A.Lorenzini(［FL］)の論文中

でも，two fat points ideals

I = pa0 ∩ pb1 (a > b)

や，条件付きの r(< n)個の fat points ideals

I = pa0 ∩ pb1 ∩ · · · pbr (r < n, a ≥ 2b)

しか，扱われていない．

本論文では，G.Fatabbi や A.Lorenzini の論文 (［FL］) でも用いられて

いる，S.Eliahouや，M.Kervaire(see［EK］3章)で扱われている splittable

ideals を用いた graded betti numbers の計算法を用いて，three fat points

ideals

I = pa0 ∩ pb1 ∩ pc2 (a > b > c)

の graded betti numbers を計算することを目的とする．以下にその定義と

graded betti numbersに関する命題を記す．以下，G(I)を Iのminimal gen-

erator setとする．

Definition

Rの monomial ideal I が splittable とは，G(I) = G(U) tG(V )を満たす零

でない２つのmonomial ideals U，V が存在し，次の２条件を満たす splitting

function が存在するときをいう．

Φ = (φ, ψ) : G(U ∩ V ) → G(U)×G(V );w 7→ (φ(w), ψ(w))

(S1) w = l.c.m.(φ(w), ψ(w)) for∀w ∈ G(U ∩ V )

(S2)全ての部分集合G′ ⊂ G(U∩V )に対して，l.c.m.(φ(G′))と l.c.m.(ψ(G′))

は共に，l.c.m.(G′)を真に割り切る．
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Fact1(［EK］Proposition3.1)

I が U，V で Rの splittable idealのとき，次が成り立つ．

βq,j(I) = βq,j(U) + βq,j(V ) + βq−1,j(U ∩ V )

こうすることによって，比較的簡単な idealに置き換えて，graded betti num-

bers を計算することが可能になる．さらにここから，D.Eisenbud(see［E］

Corollary1.10)によれば，graded betti numbersから，Hilbert functionが得

られる．次に，graded betti numbersを計算し，できた graded free resolution

の一例を挙げる．

Example

(a, b, c) = (6, 5, 4)の場合，
0 −→ R(−8)2 ⊕R(−9)5 ⊕R(−10)8 ⊕R(−11)6 ⊕R(−12)3 ⊕R(−13)

−→ R(−7)7 ⊕R(−8)12 ⊕R(−9)17 ⊕R(−10)12 ⊕R(−11)6 ⊕R(−12)2

−→ R(−6)6 ⊕R(−7)7 ⊕R(−8)9 ⊕R(−9)6 ⊕R(−10)3 ⊕R(−11)

−→ I −→ 0

2 splitting of three fat points ideals

k を fieldとし，R = k[X0, X1, · · · , Xn] (n > 2)を polynomial ringとす

る．このとき，次の fat points ideal I を考える．

I = pa0 ∩ pb1 ∩ pc2 (a > b > c)

一般に，Rの fat points ideal I を

I = pa0
0 ∩ pa1

1 ∩ · · · par
r (r < n, a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ ar)

とするとき，Gtを次で定義すると，［F］のTheorem2.4から Fact2が成り

立つことが分かっている．

G0 = {Xm1
1 , Xm2

2 , · · · , Xmn
n : mi ≤ a0 − ai 1 ≤ ∀i ≤ r,

∑n
i=1mi = a0}

また，t ≥ 1のとき，
Gt = {Xm0

0 , Xm1
1 , · · · , Xmn

n : mi ≤ a0 − ai + t 0 ≤ ∀i ≤ r,
∑n

i=1mi = a0 + t,

∃k 6= l ∈ {0, 1, · · · , r} s.t. mk = a0 − ak + t,ml = a0 − al + t}
Fact2(［F］Theorem2.4)

G(I) = ∪a1
t=0Gt

ここで，M，N，Wi を次で定義する．

M = 〈X3, X4, · · · , Xn〉
N = 〈X1, X2〉
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Wi = 〈{Xt
0X

m1
1 Xm2

2 : 1 ≤ t ≤ i− (a− b),m1 +m2 = i, r, s ∈ {1, 2} s.t.
mr = a− ar + t,ms < a− as + t}∪
{Xm1

1 Xm2
2 : m1 +m2 = i,m1 ≤ a− b,m2 ≤ a− c}∪

{Xm0
0 Xa−b+t

1 Xa−c+t
2 : 1 ≤ t ≤ b, t ≥ m0 = b+ c− 2a+ i− t}〉

ただし，a− b+ 1 ≤ i ≤ aで，a1 = b, a2 = cである．

ここで，以下，次のようにWi を分けておく．
G(Wi,0) = {Xt

0X
m1
1 Xm2

2 : 1 ≤ t ≤ i− (a− b),m1 +m2 = i, r, s ∈ {1, 2} s.t.
mr = a− ar + t,ms < a− as + t}

G(Wi,1) = {Xm1
1 Xm2

2 : m1 +m2 = i,m1 ≤ a− b,m2 ≤ a− c}
G(Wi,2) = {Xm0

0 Xa−b+t
1 Xa−c+t

2 : 1 ≤ t ≤ b, t ≥ m0 = b+ c− 2a+ i− t}
このとき，次が成り立っていることに注意する．

Wa ⊂Wa−1 ⊂ · · · ⊂Wa−b+1 ⊂ Na−b ⊂ · · ·N

この idealsによって，G(I)は，次のように書きかえられる．

Proposition3

G(I) = (∪a−b
i=0G(N

iMa−i)) ∪ (∪a
i=a−b+1G(WiM

a−i))

Proof

m0 = 0で，

Xm1
1 Xm2

2 · · ·Xmn
n ∈ (∪a−b

t=0G(N
iMa−i)) ∪ (∪a

a−b+1G(WiM
a−i))

ならば，a− b < a− cや，G0 の定義から明らかに，

Xm1
1 Xm2

2 · · ·Xmn
n ∈ G0

となり，m0 > 0で，

Xm0
0 Xm1

1 Xm2
2 · · ·Xmn

n ∈ G(WiM
a−i) (a− b+ 1 ≤ i ≤ a)

のとき，次の２通りが考えられる．

• m0 = t, r, s ∈ {1, 2} s.t.mr = a− ar + t,ms < a− as + t

• m0 = b+ c− 2a+ i− t,m1 = a− b+ t,m2 = a− c+ t

前者ならば，m1 + m2 = i なので，明らかに，
∑n

i=0mi = a + t となり，

Xm0
0 Xm1

1 Xm2
2 · · ·Xmn

n ∈ Gtしたがって，Fact2から，X
m0
0 Xm1

1 Xm2
2 · · ·Xmn

n ∈
G(I) 同様に，後者ならば，

∑2
i=0mi = i + t で，

∑n
i=0mi = a + t とな

り，Xm0
0 Xm1

1 Xm2
2 · · ·Xmn

n ∈ G(I) また逆に，G0 ⊂ (∪a−b
t=0G(N

iMa−i)) ∪
(∪a

a−b+1G(WiM
a−i)) は明らか．t ≥ 1に対して，Xm0

0 Xm1
1 Xm2

2 , · · ·Xmn
n ∈

Gt のとき，次の２通りが考えられる．

• m0 = t, r, s ∈ {1, 2} s.t.mr = a− ar + t,ms < a− as + t
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• m1 = a− b+ t,m2 = a− c+ t

前者ならば，m1+m2 = iとすると，(つまり，
∑2

i=0mi = i+t)m1 = a−b+t
ならば，i = a−b+t+m1 ≥ a−b+tつまり，t ≤ i−(a−b)同様に，m2 = a−c+t
ならば，t ≤ i− (a− c) ≤ i− (a− b)

後者ならば，
∑2

i=0mi = i+ tとすると，m0 = b+ c− 2a+ i− tとなる．ゆ

えに，いずれの場合も，Xm0
0 Xm1

1 Xm2
2 ∈ G(Wi) このとき，X

m3
3 · · ·Xmn

n ∈
G(Ma−i) よって，逆も言えた．

■

ここで，［FL］Theorem3.1より，次が分かっている．

Fact4(［FL］Theorem3.1)

I は，(V = 〈G(I) \G(U)〉, U =Ma0)により，splittable．

これより，I は，(V = 〈G(I) \G(U)〉, U =Ma)によって，splittable．

ここで，Ui，Vi を，次で定義する．

Ui =

{
N iMa−i i = 0, 1, · · · , a− b

WiM
a−i i = a− b+ 1, a− b+ 2, · · · , a

Vi =

{
〈G(I) \G(U0)〉 i = 0

〈G(Vi−1) \G(Ui)〉 i = 1, 2, · · · , a− 1

このとき，(U, V ) = (U0, V0)で，明らかに Va−1 = Ua．

そして，Ui ∩ Vi は次のようになる．
Lemma5

Ui ∩ Vi =

{
N i+1Ma−i i = 0, 1, · · · , a− b− 1

Wi+1M
a−i i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1

Proof

Proposition3から，

I =
∑a−b

j=0 N
jMa−j+

∑a
j=a−b+1WjM

a−j なので，G(Ui)∩G(Uj) = ∅ (i 6= j)

だから，

Vi =

{ ∑a−b
j=i+1N

jMa−j +
∑a

j=a−b+1WjM
a−j i = 0, 1, · · · , a− b− 1∑a

j=i+1WjM
a−j i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1

したがって，{
N i+1Ma−i ⊂ N i+1Ma−(i+1) ⊂ Vi (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

Wi+1M
a−i ⊂Wi+1M

a−(i+1) ⊂ Vi (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)
N i+1Ma−i ⊂ N iMa−i = Ui (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

Wa−b+1M
b ⊂ Na−bM b = Ua−b

Wi+1M
a−i ⊂WiM

a−i = Ui (i = a− b+ 1, a− b+ 2, · · · , a− 1)

から，{
N i+1Ma−i ⊂ Ui ∩ Vi (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

Wi+1M
a−i ⊂ Ui ∩ Vi (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)

また，逆に，
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f ∈ Ui ∩ Vi を取ると，f ∈ Vi より，n|f を満たす
n ∈ G(M i+1) (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

n ∈ G(Wi+1) (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)

が存在する．

また，f ∈ Ui より，m|f を満たすm ∈ G(Ma−i)が存在する．

このとき，l.c.m.(n,m) = nmより，nm|f となる．さらに，
nm ∈M i+1Ma−i (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

nm ∈Wi+1M
a−i (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)

であるから，
f ∈M i+1Ma−i (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

f ∈Wi+1M
a−i (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)

■

この Ui，Vi には，Vi−1 の splittable idealになっている．

Proposition6

各 i = 1, 2, · · · , a− 1に対して，Vi−1は，(Ui, Vi)によって，splittable ideal．

Proof

splitting function Φi = (φi, ψi) : G(Ui ∩ Vi) → G(Ui)×G(Vi)

を次で定義する．

ψi(fg) = f g
Xmin(g)

φi(fg) =


f

Xmin(f)
g (f ∈ G(N i+1)orG(Wi+1,1))

f
X0Xh

g (f ∈Wi+1,0)
f
X0
g (f ∈Wi+1,2, X0 | f)

f
X1X2

g (f ∈Wi+1,2, X0 6 |f)

（但し，f ∈

{
G(N i+1) (i = 0, 1, · · · , a− b− 1)

G(Wi+1) (i = a− b, a− b+ 1, · · · , a− 1)
, g ∈ G(Ma−i)

また，min(f) = min{j|mj > 0}とする．）
このとき，(S1)は満たすことは明らか．

(S2) に関しては，G(Ui ∩ Vi) ⊃ G′ を取る．l.c.m.(G′) = fg とすると，

min(g) ≤ min(g′)を満たすg′ ∈ G(Ma−i)で，l.c.m.(φi(G′))は，l.c.m.(φi(G′)) =

fg′ と書ける．このとき，g = X
amin(g)

min(g) · · ·Xan
n ，g

′ = X
bmin(g′)
min(g′) · · ·Xbn

n とす

ると，

aj ≥ bj (j ≥ min(g))が成り立つ．したがって，l.c.m.(φi(G′)) | l.c.m.(G′)

また同様に，l.c.m.(ψi(G
′)) | l.c.m.(G′)も成り立つ．従って，(S2)も満たす．

■

ここで，Md，Nd は［EK］の Example3.1より，

βq(M
d) =

(
d+ (n− 2)− 1

d+ q

)(
d+ q − 1

q

)

βq(N
d) =

(
d+ 2− 1

d+ q

)(
d+ q − 1

q

)
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が分かる．

Fact7(［FL］Proposition8.2)

βq,j(JM
d) =

∑q
p=0 βq,j−q+p−d(J)βq−p(M

d)

が分かっているので，Wi の graded betti numbersが分かれば，I の graded

betti numbersが分かる．

3 Wiのgraded betti numbersの計算

次にWi の graded betti numbersを計算する．

［FL］と同様に，
U ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l
1 | m,X l+1

1 6 |m}〉 l = 0, 1, · · · , i
V ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l+1
1 | m}〉 l = 0, 1, · · · , i− 1

と定義すると，i > 2a − b − cのとき，上手く splittable idealを構成できな

い．

Example

(a, b, c) = (6, 5, 4)のとき，

G(W5) = {X2
0X

3
1X

2
2 , X

2
0X1X

4
2 , X

3
1X

4
2 , X

3
0X

4
1X2, X

3
0X

5
2 , X

4
0X

5
1 , X0X

2
1X

3
2}

このとき，

G(U ′
0) = {X3

0X
5
2}

G(U ′
1) = {X2

0X1X
4
2}

G(U ′
2) = {X0X

2
1X

3
2}

G(U ′
3) = {X2

0X
3
1X

2
2 , X

3
1X

4
2}

G(U ′
4) = {X3

0X
4
1X2}

G(U ′
5) = {X4

0X
5
1}

で，

G(U ′
0 ∩ V ′

0) = {X3
0X1X

5
2}

G(U ′
1 ∩ V ′

1) = {X2
0X

2
1X

4
2}

G(U ′
2 ∩ V ′

2) = {X2
0X

3
1X

3
2 , X0X

3
1X

4
2}

G(U ′
3 ∩ V ′

3) = {X3
0X

4
1X

2
2}

G(U ′
4 ∩ V ′

4) = {X4
0X

5
1X2}

となるが，Φi = (φi, ψi) : G(U
′
2 ∩ V ′

2) → G(U ′
2)×G(V ′

2)を，

φi(X
2
0X

3
1X

3
2 ) = X0X

2
1X

3
2

φi(X0X
3
1X

4
2 ) = X0X

2
1X

3
2

ψi(X
2
0X

3
1X

3
2 ) = X2

0X
3
1X

2
2

ψi(X0X
3
1X

4
2 ) = X3

1X
4
2

とすると，l.c.m.(U ′
2∩V ′

2) = l.c.m.(ψi(U
′
2∩V ′

2))となり，(S2)を満たさない．

そこで，途中から，以下のように分け方を変えた．

k = a−b+ b+c−2a+i
2 (b+c−2a+i : even), k = a−b+ b+c−2a+i+1

2 (b+c−2a+i :

8



odd)とすると，

l = 0, 1, · · · , k − 1のとき，

U ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l
1 | m,X l+1

1 6 |m}〉
V ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l+1
1 | m}〉

l = k, k + 1, · · · i− (a− b) + kのとき，

U ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l−k
0 | m,X l−k+1

0 6 |m}〉
V ′
l = 〈{m ∈ G(Wi) : X

l−k+1
0 | m}〉

すると，以下のことが成り立つ．

Lemma8

各 l = 0, 1, · · · , i− (a− b) + kに対して，

U ′
l =


〈Xi−(a−c)−l

0 X l
1X

i−l
2 〉 l = 0, 1, · · · , k − 1

〈X l−k
0 X

i−(a−c)−l+k
1 X

i−(a−b)−l+k
2 〉 l = k, k + 1, · · · , 2k − (a− b)− 1

〈X l−k
0 Xa−b+l−k

1 X
i−(a−b)−l+k
2 〉 l = 2k − (a− b), 2k − (a− b) + 1, · · · , i− (a− b) + k

また，各 l = 0, 1, · · · , i− 1に対して，

U ′
l∩V ′

l =


〈Xi−(a−c)−l

0 X l+1
1 Xi−l

2 〉 l = 0, 1, · · · , k − 1

〈X l−k+1
0 X

i−(a−c)−l+k
1 X

i−(a−b)−l+k
2 〉 l = k, k + 1, · · · , 2k − (a− b)− 1

〈X l−k+1
0 Xa−b+l−k+1

1 X
i−(a−b)−l+k
2 〉 l = 2k − (a− b), · · · , i− (a− b) + k − 1

が成り立つ．

Proof

U ′
l について証明する．

(右辺) ⊂ (左辺)は明らか．

i > 2a− b− cのとき，Wi,1 = ∅であることに注意する．
先ず，0 ≤ l ≤ k − 1のとき，G(U ′

l ) 3 Xm0
0 X l

1X
m2
2 を任意に取ると，

m0 ≥ b+ c− 2a+ i− ( b+c−2a+i
2 − 1) = b+c−2a+i

2 + 1(b+ c− 2a+ i : even)

m0 ≥ b+ c− 2a+ i− b+c−2a+i−1
2 = b+c−2a+i+1

2 (b+ c− 2a+ i : odd)

となり，Xm0
0 X l

1X
m2
2 ∈ G(Wi,0)となる．

ゆえに，m2 = a− c+ k = i− l,m0 = i− (a− c)− lとなる．

ここで，Vk−1について，k ≤ m1のとき，m2 = i−m1,m0 = t,m2 = a−c+t
とすると，t ≤ b+c−2a+i

2 (b+ c−2a+ i : even), t ≤ b+c−2a+i−1
2 (b+ c−2a+ i :

odd) なので，a − b + t ≤ m1 ゆえに，Vk−1 には，Wi,0 の部分における，

Xt
0X

m1
1 Xa−c+t

2 の形は存在しない．したがって，Vk−1には，Wi,0の部分にお

いては，Xt
0X

a−b+t
1 Xm2

2 の形しかない．（但し，t ≥ b+c−2a+i
2 (b+ c− 2a+ i :

even), t ≥ b+c−2a+i+1
2 (b+ c− 2a+ i : odd)）

以上を踏まえて，k ≤ l ≤ 2k − (a− b)− 1のとき，G(U ′
l ) 3 X l−k

0 Xm1
1 Xm2

2

を任意に取ると，

m0 ≤ b+ c− 2a+ i− ( b+c−2a+i
2 ) = b+c−2a+i

2 (b+ c− 2a+ i : even)

m0 ≤ b+ c− 2a+ i− b+c−2a+i−1
2 = b+c−2a+i−1

2 (b+ c− 2a+ i : odd)

となり，X l−k
0 Xm1

1 Xm2
2 ∈ G(Wi,2)となる．したがって，m1 = i− (a− c)−

l + k,m2 = i− (a− b)− l + kとなる．

また，2k− (a− b) ≤ l ≤ i− (a− b)+kのとき，G(U ′
l ) 3 X l−k

0 Xm1
1 Xm2

2 を任
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意に取ると，X l−k
0 Xm1

1 Xm2
2 ∈Wi,0 先程のことより，m1 = a−b+l−k,m2 =

i− (a− b)− l + k 以上より，U ′
l に関しては示せた．

また，U ′
l ∩ V ′

l に関しては，U
′
l から，簡単に示せる．

■

このとき，次が成り立つ．

Proposition9

Wi は，(U ′
0, V

′
0)によって，splittable ideal．

各 l = 1, 2, · · · , i− (a− b)− 1に対して，

V ′
l−1 は，(U ′

l , V
′
l )によって，splittable ideal．

Proof

splitting function Φl = (φl, ψl) : G(U
′
l ∩ V ′

l ) → G(U ′
l )×G(V ′

l )

を次で定義する．

Φl(m) =


( m
X1
，m
X0X2

) (l = 0, 1, · · · , k − 1)

( m
X0
，m
X1X2

) (l = k, k + 1, · · · , 2k − (a− b)− 1)

( m
X0
，mX2

) (l = 2k − (a− b)(b+ c− 2a+ i : odd))

( m
X0X1

，mX2
) (l = 2k − (a− b)(b+ c− 2a+ i : even), 2k − (a− b) + 1, · · · , i− (a− b) + k − 1)

これが，(S1), (S2)を満たすことは明らか．

■

ちなみに，i ≤ 2a− b− cのときは，［FL］と同様にできた．
U ′
l = 〈{m ∈ G(Wi)|X l

1 | m,X l+1
1 6 |m}〉 l = 0, 1, · · · , i

V ′
l = 〈{m ∈ G(Wi)|X l+1

1 | m}〉 l = 0, 1, · · · , i− 1

と定義すると，

Lemma8’

各 l = 0, 1, · · · , iに対して，

U ′
l =


〈Xi−(a−c)−l

0 X l
1X

i−l
2 〉 l = 0, 1, · · · , i− (a− c)− 1

〈X l
1X

i−l
2 〉 l = i− (a− c), i− (a− c) + 1, · · · , a− b

〈Xi−(a−b)
0 X l

1X
i−l
2 〉 l = a− b+ 1, a− b+ 2, · · · , i

また，各 l = 0, 1, · · · , i− 1に対して，

U ′
l∩V ′

l =


〈Xi−(a−c)−l

0 X l+1
1 Xi−l

2 〉 l = 0, 1, · · · , i− (a− c)− 1

〈X l+1
1 Xi−l

2 〉 l = i− (a− c), i− (a− c) + 1, · · · , a− b− 1

〈Xi−(a−b)+1
0 X l+1

1 Xi−l
2 〉 l = a− b, a− b+ 1, · · · , i− 1

が成り立ち，

Proposition9’

Wi は，(U ′
0, V

′
0)によって，splittable ideal．

各 l = 1, 2, · · · , i− 1に対して，

V ′
l−1 は，(U ′

l , V
′
l )によって，splittable ideal．

となる．このとき，

splitting function Φl = (φl, ψl) : G(U
′
l ∩ V ′

l ) → G(U ′
l )×G(V ′

l )

は，以下のようになる．
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Φl(m) =


( m
X1
，m
X0X2

) (l = 0, 1, · · · , i− (a− c)− 1)

( m
X1
，mX2

) (l = i− (a− c), i− (a− c) + 1, · · · , a− b− 1)

( m
X0X1

，mX2
) (l = a− b, a− b+ 1, · · · , i− 1)

以上のことから，Wi の graded betti numbers は以下のようになる．

U ′
l や，U

′
l ∩ V ′

l が，単項生成なので，q ≥ 2のとき，βq,j(Wi) = 0に注意す

る．

i ≤ 2a− b− cのとき，

a− b+ 1 ≤ i ≤ a− cのとき，
β0,j(Wi) =

∑i
l=0 β0,j(U

′
l )

=

{
a− b+ 1 j = i

1 2i− (a− c) + 1 ≤ j ≤ 2i− (a− b)

β1,j(Wi) =
∑i−1

l=0 β0,j(U
′
l ∩ V ′

l )

=

{
a− b j = i+ 1

1 2i− (a− c) + 2 ≤ j ≤ 2i− (a− b) + 1

a− c+ 1 ≤ i ≤ aのとき，
β0,j(Wi) =

∑i
l=0 β0,j(U

′
l )

=


a− b− i+ (a− c) + 1 j = i

2 i+ 1 ≤ j ≤ 2i− (a− c)

1 2i− (a− c) + 1 ≤ j ≤ 2i− (a− b)

β1,j(Wi) =
∑i−1

l=0 β0,j(U
′
l ∩ V ′

l )

=


a− b− i+ (a− c) j = i+ 1

2 i+ 2 ≤ j ≤ 2i− (a− c) + 1

1 2i− (a− c) + 2 ≤ j ≤ 2i− (a− b) + 1

i > 2a− b− cのとき，

b+ c− 2a+ i : evenならば，
β0,j(Wi) =

∑i−(a−b)+k
l=0 β0,j(U

′
l )

=


1 j = 3i+b+c−2a

2

3 3i+b+c−2a
2 < j ≤ 2i− 2a+ b+ c

2 2i− 2a+ b+ c < j ≤ 2i− (a− c)

1 2i− (a− c) < j ≤ 2i− (a− b)

β1,j(Wi) =
∑i−(a−b)+k−1

l=0 β0,j(U
′
l ∩ V ′

l )

=


3 3i+b+c−2a

2 + 2 ≤ j ≤ 2i− 2a+ b+ c+ 1

2 2i− 2a+ b+ c+ 1 < j ≤ 2i− (a− c) + 1

1 2i− (a− c) + 2 ≤ j ≤ 2i− (a− b) + 1

b+ c− 2a+ i : oddならば，
β0,j(Wi) =

∑i−(a−b)+k
l=0 β0,j(U

′
l )

=


3 3i+b+c−2a+1

2 ≤ j ≤ 2i− 2a+ b+ c

2 2i− 2a+ b+ c < j ≤ 2i− (a− c)

1 2i− (a− c) < j ≤ 2i− (a− b)
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β1,j(Wi) =
∑i−(a−b)+k−1

l=0 β0,j(U
′
l ∩ V ′

l )

=


2 j = 3i+b+c−2a+1

2 + 1

3 3i+b+c−2a+1
2 + 1 < j ≤ 2i− 2a+ b+ c+ 1

2 2i− 2a+ b+ c+ 1 < j ≤ 2i− (a− c) + 1

1 2i− (a− c) + 2 ≤ j ≤ 2i− (a− b) + 1

4 graded betti numbers of three fat points

ideals

以上のことから，

I = pa0 ∩ pb1 ∩ pc2 (a > b > c)

の graded betti numbersは以下のような和で書けている．
βq,j(I) =

∑a−b
i=0

∑q
p=0 βp,j−q+p−a+i(N

i)βq−p(M
a−i)

+
∑a

i=a−b+1

∑q
p=0 βp,j−q+p−a+i(Wi)βq−p(M

a−i)

+
∑a−b−1

i=0

∑q−1
p=0 βp,j−q+p−a+i+1(N

i+1)βq−p−1(M
a−i)

+
∑a−1

i=a−b

∑q−1
p=0 βp,j−q+p−a+i+1(Wi+1)βq−p−1(M

a−i)

したがって，

12



βq,q+a(I) =
∑a−b

i=0 (i+ 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q

)(
a− i+ q − 1

q

)

+i

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+
∑a−c

i=a−b+1(a− b+ 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q

)(
a− i+ q − 1

q

)

+(a− b)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+
∑a

i=a−c+1(2a− b− c− i+ 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q

)(
a− i+ q − 1

q

)

+(2a− b− c− i)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+
∑a−b−1

i=0 (i+ 2)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+(i+ 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 2

)(
a− i+ q − 3

q − 2

)

+
∑a−c−1

i=a−b (a− b+ 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+(a− b)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 2

)(
a− i+ q − 3

q − 2

)

+
∑a−1

i=a−c(2a− b− c− i)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 1

)(
a− i+ q − 2

q − 1

)

+(2a− b− c− i− 1)

(
a− i+ n− 3

a− i+ q − 2

)(
a− i+ q − 3

q − 2

)
j ≥ q + a+ 1のとき，

βq,j(I) =
∑a

i=a−b+1

∑q
p=0 βp,j−q+p−a+i(Wi)

(
a− i+ (n− 2)− 1

a− i+ q − p

)(
a− i+ q − p− 1

q − p

)

+
∑a−1

i=a−b

∑q−1
p=0 βp,j−q+p−a+i+1(Wi+1)

(
a− i+ (n− 2)− 1

a− i+ q − p− 1

)(
a− i+ q − p− 2

q − p− 1

)
但し，βp,j−q+p−a+i(Wi)は以下のようになる．

b+ c− 2a+ i : evenのとき，

q + a+ 1 ≤ j < q + a+ i−2a+b+c
2 のとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

0 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

j = q + a+ i−2a+b+c
2 のとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

1 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ i−2a+b+c
2 < j ≤ q − a+ b+ c+ iのとき，
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β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

3 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q − a+ b+ c+ i < j ≤ q + c+ iのとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

2 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + c+ i < j ≤ q + b+ iのとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

1 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

1 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ 1 ≤ j < q + a+ i−2a+b+c
2 + 1のとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

0 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ i−2a+b+c
2 + 1 ≤ j ≤ q − a+ b+ c+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

3 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q − a+ b+ c+ i < j ≤ q + c+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

2 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + c+ i < j ≤ q + b+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

1 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

1 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

b+ c− 2a+ i : oddのとき，

q + a+ 1 ≤ j < q + a+ i−2a+b+c+1
2 のとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

0 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ i−2a+b+c+1
2 ≤ j ≤ q − a+ b+ c+ iのとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

3 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q − a+ b+ c+ i < j ≤ q + c+ iのとき，

β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

2 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + c+ i < j ≤ q + b+ iのとき，
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β0,j−q−a+i(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

1 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

1 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ 1 ≤ j < q + a+ i−2a+b+c+1
2 のとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

0 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

j = q + a+ i−2a+b+c+1
2 のとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

2 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + a+ i−2a+b+c+1
2 < j ≤ q − a+ b+ c+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

3 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q − a+ b+ c+ i < j ≤ q + c+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

2 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

2 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)

q + c+ i < j ≤ q + b+ iのとき，

β1,j−q−a+i+1(Wi) =


1 (a− b+ 1 ≤ i ≤ a− c)

1 (a− c+ 1 ≤ i ≤ 2a− b− c)

1 (2a− b− c+ 1 ≤ i ≤ a)
Example

いくつか，minimal graded free resolutionを計算し，比較を試みる．

(a, b, c) = (4, 3, 2), n = 3の場合 (今回の結果による計算）
0 −→ R(−6)2 ⊕R(−7)5 ⊕R(−8)3 ⊕R(−9)

−→ R(−5)7 ⊕R(−6)11 ⊕R(−7)6 ⊕R(−8)2

−→ R(−4)6 ⊕R(−5)6 ⊕R(−6)3 ⊕R(−7)

−→ I −→ 0

(a, b, c) = (4, 3, 1), n = 3の場合 (Wi,2 = ∅で G.Fatabbiの方法に帰着可)

0 −→ R(−6)3 ⊕R(−7)4 ⊕R(−8)2 ⊕R(−9)

−→ R(−5)10 ⊕R(−6)8 ⊕R(−7)4 ⊕R(−8)2

−→ R(−4)8 ⊕R(−5)4 ⊕R(−6)2 ⊕R(−7)

−→ I −→ 0

(a, b, c) = (4, 3, 0), n = 3の場合 (two fat pointsの場合)

0 −→ R(−6)4 ⊕R(−7)3 ⊕R(−8)2 ⊕R(−9)

−→ R(−5)12 ⊕R(−6)6 ⊕R(−7)6 ⊕R(−8)3

−→ R(−4)9 ⊕R(−5)3 ⊕R(−6)⊕R(−7)

−→ I −→ 0

ここから考察できること，
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• いずれの場合も各 Fq の成分の捩れの範囲は同じであること．

• Wiが (a, b, c) = (4, 3, 2)の方が複雑になるので，total betti numberは，

大きくなること．

さらに予測できること，

• 各 Fq の成分の捩れは，(a, b, n)に起因しているか．

• aを固定したとき，total betti numberが最大になるのは，b = a−1, c =

b− 1のときか．

• (a, b)を固定したとき，total betti numberが最大になるのは，c = b−1

のときか．

これらが今後の研究課題として考えられる．
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