
P2のdouble coverにおける分類

とChern Numbers

早稲田大学基幹理工学研究科数学応用数理

楫研究室

5107A0602　渡邊　義史



1 概要
• P2のdouble cover である smooth projective surface の
分類

• P2のdouble cover である minimal surface of general type

の Chern Numbers についての考察
• P1 × P1のdouble cover である minimal surface of general

type の Chern Numbers についての考察

基礎体は複素数体とする.



2 定義
Definition 1 X を sm. proj. surf.

有理写像　Φm : X → PN , N = h0(mKX) − 1 ,　
このとき, Xの小平次元を次でdefする:

κ(X) := maxm∈N dimΦm(X)(≤ dim(X) = 2)

特に,

X : general type
def⇐⇒ κ(X) = 2.



Definition 2

X : surf. of general typeとする. このとき,

X : minimal
def⇐⇒ KX : nef.

Theorem 1 (Noether’s formula) X を sm. proj. surf.

=⇒
1 − q(X) + pg(X) = 1

12 (c1
2(X) + c2(X))

ただし, q(X) := h1(OX), pg(X) := h2(OX).



3 Fact
本節では, X : minimalと仮定する.

Theorem 2 X : general type

=⇒
c1

2(X) = KX
2 > 0

c2(X) > 0

Theorem 3 (Bogomolov-Miyaoka-Yauの定理)

X : general type

=⇒
c2
1(X) ≤ 3c2(X)



Theorem 4 (Noether’s Inequality) X : general type

=⇒
pg(X) ≤ 1

2c1
2(X) + 2

pg(X) = 1
2c1

2(X) + 2 : Noether’s line

Corollary 1 X : general type

=⇒
5c1

2(X) − c2(X) + 36 ≥ 0 (c1
2(X) : even)

5c1
2(X) − c2(X) + 30 ≥ 0 (c1

2(X) : odd)



X : general type

=⇒

c1
2(X) = KX

2 > 0
c2(X) = 12(1 − q(X) + pg(X)) − KX

2 > 0
c1

2(X) ≤ 3c2(X)
5c1

2(X) − c2(X) + 36 ≥ 0 (c1
2(X) : even )





4 P2のdouble cover
Main Theorem

X は sm. proj. surf. , ρ : X −→ P2 : double covering .

B：branch divisor , B ∈ |OP2(2b)| .

(1) b＝1のとき, X : P1 × P1

(2) b＝2のとき, X : KX
2＝２ , Del Pezzo surf.

(3) b＝3のとき, X : K3 surf.

(4) b ≥ 4のとき, X : minimal surf. of general type

b ≥ 4のとき,

2c1
2(X) + 42 ≤ c2(X) ≤ 5c1

2(X) + 36 を満たす



（略証）
branch divisor B ∈ |OP2(2b)|
KX = ρ∗KP2 + ρ∗OP2(b) = ρ∗OP2(b − 3)
KX

2 = 2(b − 3)2

(1) b = 1 のとき, X : P1 × P1

(2) b = 2 のとき, X : KX
2 = 2 , Del Pezzo surf.

(3) b = 3 のとき, KX = OX ,q(X) = 0
∴ X : K3 surf.

(4) b ≥ 4のとき, KX = ρ∗OP2(b − 3)
KX : ample

∴ X : general type , minimal surface.



b ≥ 4 の c1
2(X) , c2(X) について調べる.

c1
2(X) = KX

2

c2(X) = 12(1 − q(X) + pg(X)) − KX
2

q(X) = h1(OP2) + h1(OP2(−b)) = 0
pg(X) = h2(OP2) + h2(OP2(−b)) = h0(KP2 −OP2(−b))
= h0(OP2(b − 3)) = (b−1)(b−2)

2

∴ c2(X) = 2(2b2 − 3b + 3)
以上から

b = t 　(c1
2(X) , c2(X)) = (2(t − 3)2, 2(2t2 − 3t + 3))

これらの軌跡を求めると,

(2c1
2(X) − c2(X) + 24)2 = 162c1

2(X)



(2c1
2(X) − c2(X) + 24)2 = 162c1

2(X)



以上より,b ≥ 4 であるならば,

2c1
2(X) + 42 ≤ c2(X) ≤ 5c1

2(X) + 36 を満たす.　Q.E.D.



5 P1 × P1 のdouble cover

ρ : X −→ P1 × P1 : double covering.

branch divisor B ∈ |O(2b, 2b)|とする.

KX = ρ∗O(b − 2, b − 2)
KX

2 = 4(b − 2)2

b ≥ 3 のとき, X : minimal surf. of general type

∴ c1
2(X) = KX

2 , c2(X) = 8(b2 − b + 1)
以上から

b = t 　(c1
2(X) , c2(X)) = (4(t − 2)2, 8(t2 − t + 1))

軌跡は,(2c1
2(X) − c2(X) + 24)2 = 144c1

2(X)



(2c1
2(X) − c2(X) + 24)2 = 144c1

2(X)



以上より,b ≥ 3 であるならば,

2c1
2(X) + 48 ≤ c2(X) ≤ 5c1

2(X) + 36 を満たしている.



6 P2 と P1 × P1 の比較
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7 まとめ
X : sm. proj. surf. , B：branch divisor

(1) ρ : X −→ P2 : double covering

B ∈ |OP2(2b)| ( b ≥ 4 ) としたとき,

2c1
2(X) + 42 ≤ c2(X) ≤ 5c1

2(X) + 36 を満たす
minimal surf. of general type

(2) ρ : X −→ P1 × P1 : double covering

B ∈ |O(2b, 2b)| ( b ≥ 3 ) としたとき,

2c1
2(X) + 48 ≤ c2(X) ≤ 5c1

2(X) + 36 を満たす
minimal surf. of general type
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