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1 概要
一般に general type の構造については詳しく知られていないが、minimal surface の Chern number につ
いてはある領域内にしか存在しないことが知られている。そこで実際に X を P2 または P1 × P1 の double

cover である smooth projective surface として、そこから分類される minimal surface of general type の
Chern Numbers について考察する。基礎体は複素数体とする。
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2 準備
2.1 複素多様体と正則写像

定義
{Ui}i∈I がM の 開被覆 ( open cover )　である。⇐⇒ 開集合 Ui ⊂ M が ∪ Ui = M である。

定義
M を Hausdorff 空間とする。M が n 次元複素多様体 であるとは、

M の開被覆 {Ui}i∈I と各 Ui から Cn の開部分集合への同相写像

ϕi : Ui −→ ϕi(Ui) ⊂ Cn

　　　 　が与えられ、
ϕα ◦ ϕβ

−1 : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

がすべての α,β に対して、双正則写像となってることをいう。
{(Ui, ϕi)}i∈I を正則写像近傍系と呼び、正則写像近傍系を与えることを M の複素構造を定めるという。
また、1 次元の複素多様体を Riemann 面 と呼ぶ。

定義
X,Y をそれぞれ複素多様体とする。連続写像 f : X −→ Y が 正則写像 ( holomorphic map ) であるとは、

{(Uα, ϕα)} , {(Vβ , ψβ)} を、X,Y それぞれの正則座標近傍系とするとき、 Uα

⋂
f−1(Vβ)) 上で

ψβ ◦ f ◦ ϕα
−1 : ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ) −→ ψβ(Vβ)

が CdimX の開部分集合から CdimY の開部分集合への正則写像を与えるという。f : X −→ Y が正則全単射
であり、かつ f−1 も正則であるとき、双正則写像 (biholomorphic map ) であるといい、
X,Y は双正則同値であるという。

2.2 射影空間の射影と blowing up

射影空間 Pm を考えて、同次座標を (ξ0, ξ1, . . . , ξm) とする。 F (ξ0, ξ1, . . . , ξm) を (ξ0, ξ1, . . . , ξm) の次数
u の同次多項式とする。任意の複素数 t に対して、

F (tξ0, tξ1, . . . , tξm) = tuF (ξ0, ξ1, . . . , ξm)

であるから、Pm の点 P でＦが０であるか否かは P の同次座標の取り方によらない。 Pm から

M = {(ξ0, ξ1, . . . , ξm) ∈ Pm | F (ξ0, ξ1, . . . , ξm) = 0}

は Pm の解析的部分集合である。

3



定義
Ｆが重複因子を持たないとき、M を u次の超曲面と呼ぶ。

定義
一般に F1, F2, . . . , Fs を有限個の同次多項式とすると、

M = {(ξ0, ξ1, . . . , ξm) ∈ Pm | Fj(ξ0, ξ1, . . . , ξm) = 0 j = 1, 2, . . . , s}

は Pm の解析的部分集合と呼ばれる。

次に Pm から Pm−1 への射影と、それに関連して Pm の blowing upを定義する。

定義
Pm の点で同次座標 ( 1, 0, 0,. . . , 0 ) の点を P として、Pm の点を (ξ0, ξ1, . . . , ξm) に対して、

Pm−1 の点 (ξ1, ξ2, . . . , ξm) に対応させる写像を π とする。ただしＰに対応する点は、
同次座標 ( 0, 0,. . . , 0 ) となるので、π(P) は定義されない。π を点 P からの射影と呼ぶ。

P が Pm の勝手な点の場合には、１次式　

f = c0ξ0 + · · ·+ cmξm

で f(P ) = 0 となるものの全体を考える。これらは C 上 m 次元のベクトル空間であるから、その基底を
{f1, f2, . . . , fm}とする。もし Q 6= P ならば、少なくとも１つは fi(Q) 6= 0 なる i が存在する。
したがって、 Q −→ ( f1(Q), f2(Q), . . . , fm(Q) ) ∈ Pm−1 によって写像 π が定義される。これが、P から
の射影である。ベクトル空間の基底のとりかえ

fi
′ =

m∑
j=1

aijfj , det(aij) 6= 0

に対して、Pm−1 の変換 g : (ξ1, ξ2, . . . , ξm) −→ (ξ′1, ξ
′
2, . . . , ξ

′
m) , ξ′i =

m∑
j=1

aijξi , (i = 1, 2, . . . ,m) が定義

されて、π は g ◦ π で置き換えられる。したがって、π は P によって一意に定まる。
P が ( 1, 0, . . . , 0 ) となるように同次座標をとりかえれば、先の場合に帰着される。
π は Pm - {P}から Pm−1 への正則写像であるが、これを P まで連続に拡張することができない。
P = ( 1, 0,. . . , 0) として同次座標 (1, tη1, . . . , tηm) , t 6= 0 で定まる点を Qt とする。このとき、

π(Qt) = (η1, η2, . . . , ηm)

であるから、 t → 0 の極限をとって π(P ) = (η1, η2, . . . , ηm) でなければならない。いいかえると、Pm の点
π(Qt) が P に限りなく近づくとき、その近づきかたによって lim π(Qt) は Pm−1 のあらゆる点をとることが
できる。

定義
一般に、M,N を複素多様体で　 h: M −→ N を正則写像とする。
直積 M × N の部分集合　 Γ = { (x, y) ∈M ×N | h(x) = y } を h のグラフと呼ぶ。

4



M の局所座標系を { (Ui, (zi
1, zi

2, . . . , zi
n) }i∈I 、N のそれを { (Vλ, (wλ

1, wλ
2, . . . , wλ

k) }λ∈Λ なら、
M × N = { (Ui × Vλ, (zi

1, zi
2, . . . , zi

n , wλ
1, wλ

2, . . . , wλ
k) }i∈I,λ∈Λ を局所座標系とする複素多様体であ

ると考えられる。このとき、各成分への射影 p1 : M × N −→ M , p2 : M × N −→ N は正則写像である。
p1 の Γ への制限を同じ p1 であらわす。

命題 2.1

Γ は M × N の部分多様体で、p1 : Γ −→ M は双正則写像である。

(証明）
M の点 x の座標近傍 U と y = h(x) の座標近傍 V を h(x) ⊂ V となるようにとる。それぞれの局所座標

を
(zi

1, zi
2, . . . , zi

n), (wλ
1, wλ

2, . . . , wλ
k) として、 h は

wα = hα(zi
1, zi

2, . . . , zi
n) , α = 1, 2, . . . , k

で定義されてるとする。このとき、

Γ ∩ (U × V ) = { (z, w) ∈ U × V | wα − hα(zi
1, zi

2, . . . , zi
n) = 0 , α = 1, 2, . . . , k}

である。これより、Γ は M × N の部分多様体であることがわかる。
次に、 s : M −→ Γ を s(x) = (x, h(x)) によって定義すれば、 s は正則写像で p1 : Γ −→ M の逆写像
を与える。 Q.E.D.

以上のことを、 M = Pm - {P} , N = Pm−1 , h = π に適用すると、

Γ = {(x, y) ∈ (Pm − {P})× Pm−1 | π(x) = y)}

である。Γ を Pm × Pm−1 の部分集合と考えて、その閉包を Γ ∗ とする。
Pm の同次座標を (ξ1, ξ2, . . . , ξm)、Pm−1 の同次座標を (η1, η2, . . . , ηm) とすれば、Γ の任意の点は次の方
程式

ξkηl − ξlηk = 0 , (k, l = 1, 2, . . . ,m) (1)

を満たす。したがって、Γ ∗ の任意の点は (1) をみたす。逆に Pm × Pm−1 上の点 ( ξ, η ) で (1) を満たすも
のを考える。もし (ξ1, ξ2, . . . , ξm) 6= ( 0, 0,. . . , 0 ) ならば、ξi 6= 0 である i を用いて

ηj = (ηi/ξi)ξj , (j = 1, 2, . . . ,m)

と書ける。したがって、 ηi 6= 0 で (ξ1, ξ2, . . . , ξm) と (η1, η2, . . . , ηm) は Pm−1 の同一の点である。
すなわち、 ( ξ, η ) は Γ の点である。もし　 (ξ1, ξ2, . . . , ξm) = ( 0, 0,. . . , 0 ) ならば、
(1) は任意の η ∈ Pm−1 に対し成り立つ。この点は

( (1, 0, . . . , 0), (η1, η2, . . . , etam) ) ∈ Pm × Pm−1

である。これは上で見たように、 ( (1, tη1, . . . , tηm), (η1, η2, . . . , ηm) ) ∈ Γ の t −→ 0 のときの極限である。
したがって、Γ ∗ に属する。
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命題 2.2

Γ ∗ は (1) で定義される Pm × Pm−1 の解析的部分集合である。さらに、Γ ∗ は m 次元の部分多様体で
ある。

(証明)

座標近傍を
Vi = { (ξ0, ξ1, . . . , ξm) ∈ Pm | ξi 6= 0 } , i = 0, 1, . . . ,m

Wj = { (η1, η2, . . . , ηm) ∈ Pm−1 | ηj 6= 0 } , j = 1, 2, . . . ,m

とする。Vi 上の座標は、 (zi
0, zi

1, . . . , zi
i−1, zi

i+1, . . . , zi
m) , zi

k = ξk/ξi
Wj 上の座標は、 (wj

1, wj
2, . . . , wj

j−1, wj
j+1, . . . , wj

m) , wj
k = ηk/ηj で与えられる。

(x, y) ∈ Pm × Pm−1 を Γ ∗ の点とする。x ∈ Vi , i 6= 0 ならば、命題 2.1 によって Γ ∗ は (x, y) で非特異
で m 次元である。(x, y) ∈ V0 × Wj のとき (1) は

z0
k − z0

jwj
k = 0 , k = 1, 2, . . . , ĵ, . . . ,m

z0
kwj

l − z0
lwj

k = 0 , k, l = 1, 2, . . . , ĵ, . . . ,m

と同次である。第２の方程式は、第１の方程式から従うから、z0j , wj
1, . . . , wj

j−1, wj
j+1, . . . , wj

m を任意に
さだめれば、他の z0

k は一意に定まる。すなわち、Γ ∗ の局所座標として、

(wj
1, wj

2, . . . , wj
j−1, z0

j , wj
j+1, . . . , wj

m)

をとることができる。 Q.E.D.

Γ ∗ の点 (x, y) に対し、Pm の点 x に対応させる正則写像を σ とする。、Pm の点 x に対して、

x 6= pのとき、σ−1(x) = (x, π(x))

x = pのとき、σ−1(x) = {x} × Pm−1

である。また、命題 2.1　により σ は双正則写像 Γ ∗ - σ−1(p) −→ Pm - {P} を引き起こす。

定義
σ : Γ ∗ −→ Pm を Pm の点 p における blowing up と呼び、σ−1(p) を例外因子と呼ぶ。
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2.3 層とコホモロジー

定義
X を位相空間とする。X 上アーベル群 F が 前層 ( pre sheaf ) であるとは、
任意の部分集合 U ⊆ X に対して、アーベル群 F(U) であり、∀ V ⊆ U ⊆ X に対して、
準同型写像 ρV,U : F(U) −→ F(V ) が次の条件を満たすことである。

(0) F(∅) = 0

(1) ρU,U は恒等写像 F(U) −→ F(U) である。
(2) W ⊆ V ⊆ U が開部分集合ならば、 ρW,U = ρW,V ◦ ρV,U

定義
次の条件を満たすとき、前層 F は 層 ( sheaf ) という。

(1) U は開集合で、{Vi} が U の開被覆としたとき、
s ∈ F(U) が任意に i に対して、 ρVi,U (s) = 0 ならば、s = 0

(2) si ∈ F(Vi) が任意の i, j に対して、
ρVi∩Vj ,Vi(si) = ρVi∩Vj ,Vj (sj) ならば、sj = ρVj ,U であるような s ∈ F(U) が存在する。

ここで、(2) の s は一意である。なぜならば、a, b ∈ F(U) としたとき、

ρVj ,U (a) = aj = ρVj ,U (b) =⇒ ρVj ,U (a− b) = 0 , ∀j

(1) より a− b = 0 であるから、a = b

定義
F(U) = T (U,F) ( = H0(U,F) ) とも書く。
T (U,F) の元を F の U 上の 切断 (section ) という。
また、T (X,F) の元を F の 大域切断 (global section ) という。

定義
G を X 上の前層として、 ∀x ∈ X に対して　 G(U) の 帰納極限 (inductive limit ) を

Gx = ind lim
x∈U

G(U)

としたとき、Gx を G の x における 茎 ( stalk ) という。
ここで、帰納極限とは、α ∈ G(U) , β ∈ G(V ) が

α ∼ β ⇐⇒ x ∈ ∃W ⊂ U ∩ V s.t. ρW,U (α) = ρW,V (β)

とするとき、α と β は同値関係になっている。このとき、Gx =
⋃

x∈U

G(U)/∼ であること。
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定義
X を複素多様体とし、OX を各開集合 U ⊂ X に対して

OX(U) = {f : U −→ C | f は正則 }

とおくと、自然な制限準同型写像に関して層になる。OX を X の 構造層 という。

定義
F ,G は X 上の前層で、準同型 ϕ : F −→ G は V ⊆ U であるような任意の開集合に対して、
アーベル群の準同型 ϕ(U) : F(U) −→ G(U) から成るとき

F(U)
ϕ(U)−−−−→ G(U)

ρV,U

y
yρ′V,U

F(V )
ϕ(V )−−−−→ G(V )

は可換である。ここで、ρ, ρ′ は制限写像である。F ,G が X 上の層ならば、層の準同型に関して同じ定義
が使える。両側の逆写像を持つ準同型写像を 同型写像 という。
また、X 上の前層の準同型 ϕ : F −→ G は、任意の p ∈ X に対して stalk 上の準同型 ϕp : Fp −→ Gp を
導く。

定義
X,Y を位相空間として、f : X −→ Y を連続写像とする。F を Y 上の層として、

(f−1F)(U) = ind lim{F(V ) | U ⊂ f−1(V )}

と置いて、F の 引き戻し ( pull back ) と呼ぶ。ただし、U は X の開集合であり、V は Y の開集合である。
また、、f : X −→ Y が複素多様体の間で正則写像であり、F が OY の層である場合は

f∗F = f−1F ⊗f−1OY
OX

と置いて、引き戻し ( pull back ) と呼ぶ。f∗F は、OX 加群であることに注意する。
今度は、逆に 連続写像 f : X −→ Y , X 上の層 F が与えられたとき、Y の任意の開集合 V に対して、

(f∗F)(V ) = F(f−1(V ))

である Y 上の層 f∗F を F の順像 ( direct image ) と呼ぶ。
特に、f : X −→ Y が複素多様体の間の正則写像で、F が OX 加群の層であるならば、f∗F は F が OY

加群の層である。

定義
X を位相空間、{Ui}i∈I を X の開被覆としたとき、{Ui}i∈I が 局所有限 であるとは、

∀p ∈ X , ∃Vp : p開集合 s.t. { i | Vp ∩ Ui 6= ∅}が有限集合
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定義
{Vλ}λ∈Λ は X の開被覆であるとき、{Vλ}λ∈Λ が {Ui}i∈I の 細分 であるとは

∀λ ∈ Λ, ∃i ∈ I s.t. Vλ ⊂ Ui

定義
X が パラコンパクト ( para compact ) であるとは、X の任意の開被覆が局所有限な細分を持つことであ

る。

定義
u = {Ui}i∈I を X の開被覆であるとして、Ui0i1...iq = Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uiq と定める。

fi0i1...iq
∈ T (Ui0i1...iq

,F) としたとき、{fi0i1...iq
} を F に値をとる q 次の cochain という。

また、q 次 cochain 全体を Cq(u,F) と書く。Cq(u,F) は abel 群である。

命題 3.1

写像 δq : Cq(u,F) −→ Cq+1(u,F) と定義したとき、

δq{fi0i1...iq} = {gi0i1...iq+1}ならば、gi0i1...iq+1 =
q+1∑
k=0

(−1)kfi0i1...îk...iq+1
である。

このとき、δq+1 ◦ δq = 0 である。

(証明)

q = 0 のとき、δ1 ◦ δ0 = 0 , C0(u,F) δ0−→ C1(u,F) δ1−→ C2(u,F) である。
u = {Ui}i∈I であったから、T (Ui,F) ,T (Ui ∩ Uj ,F) , T (Ui ∩ Uj ∩ Uk,F) を考える。
ξ = {fi} , fi ∈ T (Ui,F) として、 (f0ξ)ij = fj − fi である。

(f1(f0ξ))ijk = (f0ξ)jk − (f0ξ)ik + (f0ξ)ij = fk − fj − (fk − fi) + (fj − fi) = 0

だから任意の i,j,k について、 (δ1(δ0(ξ)))ijk = 0 である。よって、δ1(δ0(ξ)) ＝ 0

δ1 ◦ δ0 = 0 である。 q = n の場合も同様の議論で証明できる。よって、、δq+1 ◦ δq = 0 である。Q.E.D.

定義
Zq(u,F) = {t ∈ Cq(u,F) | δq(t) = 0} = Ker δq 　と定義するとき、

Zq(u,F) を q 次の cocycle の群 という。
また、Bq(u,F) = δq−1(Cq−1(u,F)) = Im δq−1 と定義する。
このとき、B0(u,F) = 0 とし、、Bq(u,F) を q 次 cobundary の群という。
δq+1 ◦ δq = 0 より、Zq(u,F) ⊃ Bq(u,F) である。
Hq(u,F) = 、Zq(u,F) / Bq−1(u,F) を u に関する q 次 Cech cohomology の群という。
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2.4 微分形式

定義
M が C∞ 級多様体 であるとは、M が連結 , Hausdorff 空間であり
座標近傍　 (Ui;xi

1, xi
2, . . . , xi

n) が与えられることである。

定義
∀p ∈M とすると、∃p ∈ Ui である。このとき、M の p における接空間 T (M)p を

T (M)p = L{( ∂

∂xi
1
)p, (

∂

∂xi
2
)p, . . . , (

∂

∂xi
n
)p} , (

∂

∂xi
)pf =

∂f

∂xi
(p)

と定義する。また、
T ∗(M)p 　を Hom(T (M)p,R) と定義する。このとき、基底は {(dxi

1)p, (dxi
2)p, . . . , (dxi

n)p}
ここで、dimT (M)p = dimT ∗(M)p である。 T (M) =

⋃

p∈M

T (M)p とするとき

T (M) は C∞ 級多様体である。これを M の 接 bundle ( tangent bundle ) と呼ぶ。同様に、
T ∗(M) =

⋃

p∈M

T ∗(M)p も C∞ 級多様体である。これを M の 余接 bundle ( cotangent bundle ) と呼ぶ。

定義
V = T (M)または T ∗(M) とする。射影 π : V −→M , M の開集合を U としたとき、
ϕ が V の U 上の 可微分切断 であるとは、ϕ : U −→ V が連続写像であり

π ◦ ϕ = idU (=⇒ ∀p ∈ U , ϕ(p) ∈ T (M)p

ϕ が、x1, . . . , xn の C∞ 級多様体であることである。
T (M) の可微分切断を Vector 場 という。また、T ∗(M) の可微分切断を 1次微分形式 という。

定義
r∧
T ∗(M)p を T ∗(M)p の r 回の外積とすると、

r∧
T ∗(M) =

⋃

p∈M

(
r∧
T ∗(M)p) である。

r∧
T ∗(M)p の基底 (として、{(dxi

α1)p ∧ · · · ∧ (dxi
αr )p} , α1 < · · · < αr である。

M の開集合を U とするとき、
r∧
T ∗(M) の U 上の可微分切断 ϕ : U −→

r∧
T ∗(M) を U 上の r 　次微分形式 という。

p ∈ U = Ui ならば、
ϕ =

∑
α1<···<αr

ϕiα1...αr
(dxi

α1)p ∧ · · · ∧ (dxi
αr )p

ϕiα1...αr
は、C∞ 級多様体である。ϕ を r 次微分形式 という。

U 上の r 次微分形式全体を Ar(U)　と書く。

ここからは、複素多様体上の微分形式について考える。M を複素多様体、z ∈M とするとき

(z1, z2, . . . , zn) , zj = x2j−1 + ix2j は z の座標近傍での座標　
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M は C∞ 級多様体なので、

CT (M)z = L{ ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂x2n
} = L{ ∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn
,
∂

∂z̄1
, . . . ,

∂

∂z̄n
}

∂

∂zj
=

1
2
(

∂

∂x2j−1
− i

∂

∂x2j
) ,

∂

∂z̄j
=

1
2
(

∂

∂x2j−1
+ i

∂

∂x2j
)

T (M)z = L{ ∂
∂z1 , . . . ,

∂
∂zn } , T̄ (M)z = L{ ∂

∂z̄1 , . . . ,
∂

∂z̄n } とすると、
CT (M)z = T (M)z ⊕ T̄ (M)z

CT (M)z の双対空間を CT ∗(M)z として、

dzj = dz2j−1 + idx2j , dz̄j = d ¯x2j−1 − idx̄2j

とすると、CT ∗(M)z 　= L{dz1, . . . , dzn, dz̄1, . . . , dz̄n} である。
このとき、T ∗(M)z = L{dz1, . . . , dzn} , T̄ ∗(M)z = L{dz̄1, . . . , dz̄n} とすると

CT ∗(M)z = T ∗(M)z ⊕ T̄ ∗(M)z

定義
T (M) =

⋃

z∈M

T (M)z を M の 正則接 bundle という。

また、T ∗(M) =
⋃

z∈M

T ∗(M)z を M の 正則余接 bundle という

定義
r∧

CT ∗(M)z = L{dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp ∧ dzβ̄1 · · · ∧ dzβ̄q | α1 < · · · < αp , β1 < · · · < βq , p+ q = r}

として、外積は　
r∧
T ∗(M) =

⋃

z∈M

(
r∧

CT ∗(M)z) である。M の開集合を U とするとき、

r∧
T ∗(M) の U 上の可微分切断 ϕ : U −→

r∧
T ∗(M) を U 上の (p, q) 型の微分形式 または (p, q) 形式 と

いう。座標表示は、ϕα1...αpβ̄1...β̄q
を C∞ 級関数として

ϕ =
∑

α1<···<αp , β1<···<βq

ϕα1...αpβ̄1...β̄q
dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp ∧ dzβ̄1 · · · ∧ dzβ̄q

外微分 d について、関数 f については ∂f =
n∑

α=1

∂f

∂zα
dzα , ∂̄f =

n∑

β=1

∂f

∂z̄β
dz̄β とするとき、

df を df = ∂f + ∂̄f と定義する。ϕ が (p, q) 形式のとき

dϕ =
∑

α1<···<αp , β1<···<βq

(dϕα1...αpβ̄1...β̄q
)dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp ∧ dzβ̄1 · · · ∧ dzβ̄q

=
∑

α1<···<αp , β1<···<βq

n∑
α=1

∂ϕ

∂zα
dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp ∧ dzβ̄1 · · · ∧ dzβ̄q

+(−1)p
∑

α1<···<αp , β1<···<βq

n∑

β=1

∂ϕ

∂z̄β
dzα1 ∧ · · · ∧ dzαp ∧ dzβ̄1 · · · ∧ dzβ̄q
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これより、∂ϕ は (p+ 1, q) 形式であり、∂̄ϕ は (p, q + 1) 形式である。

定義
U を M の任意の開集合として、U 上の (p, q)形式 を Ap,q(U) と書く。

ρV,U を V ⊂ U の定義域の制限としたとき、Ap,q(U) は M 上の層である。つまり、(p, q) 形式の germ の
層である。ここで、p を固定したときに ∂̄ : Ap,q −→ Ap,q+1 は層の準同型である。
系列

Ap,0 ∂̄−→ Ap,1 ∂̄−→ Ap,2 ∂̄−→ · · · ∂̄−→ Ap,n

が作れる。

定義
M 上正則 p 次形式の germ の層 Ker(∂̄ : Ap,0 −→ Ap,1) を Ωp と書く。

2.5 因子と直線束

定義
M を複素多様体で、{Ui}i∈I をM の開被覆とする。αi, βi(6= 0) を Ui 上で正則であるとき、
Ui ∩ Uj 上で αiβj = αjβi であるとき、ϕi = {Ui, (αi, βi)} が M 上の 有理型関数 という。

定義
ψi (6= 0) が Ui 上の有理型関数で、Ui ∩ Uj 6= ∅ であるとする。ψi = gijψj であるような 、Ui ∩ Uj 上の

どの点でも 0 にならない正則関数 kij が存在するとき、{(Ui, ψi)} を Cartier因子の局所方程式系 と呼ぶ。

開集合 U ⊂ M とする。U 7−→ MM (U) = {U 上の有理型関数全体 } とすると、MM は M 上の層であ
る。
U 7−→ MM

∗(U) = {f ∈MM (U) | f 6= 0} とすると、MM
∗ は乗法について層。

U 7−→ OM
∗(U) = {f ∈ OM (U) | f は U のどの点でも 0でない } とすると、OM

∗ は乗法について層。
よって、0 −→ OM

∗(U) −→ MM
∗(U) は完全である。

これにより、0 −→ OM
∗ −→ MM

∗ は完全である。OM
∗ −→ MM

∗ の Coker を DivM と書くことにする。
よって、0 −→ OM

∗ −→ MM
∗ −→ DivM −→ 0 は完全である。

定義
T (M,DivM ) の元 D を Cartier因子 と呼ぶ。
D が 正因子 ( effective divisor ) とは、ψi が Ui 上で正則関数であること。
D が 零因子 ( i.e. D = 0 ) とは、任意の ψi = 1 であること。
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D1, D2 が Cartier因子とする。{(Ui, ψi)} を D1 の局所方程式系、{(Vj , ηj)} を D2 の局所方程式系 とす
ると、{(Ui ∩ Vj , ψiηj)} は D1 +D2 の局所方程式系となる。また、−D1 = {(Ui, 1/ψi)} とすると、
D1 + (−D1) = {(Ui, 1)} = 0 であるから、Cartier因子全体は Abel 群である。
ϕ を M 上の有理型関数とすると、ϕi = {(Ui, (α, β))} , Ui 上で ϕi = αi/βi である。

ϕi

ϕj
=
αiβj

αjβi
= 1

と定義することにより、{(Ui, ϕi)} は Cartier因子である。つまり、M 上の有理型関数は Cartier因子を定
める。

定義
上で定めた Cartier因子を ϕ の 因子 といい、div(ϕ) または (ϕ) と書く。

定義
Cartier因子 D が 0 と 線形同値 であるとは、D = (ϕ) であるような、M 上の有理型関数 ϕ が存在する

ことである。
また、D1,D2 が 線形同値 であるとは、D1 −D2 が 0 と線形同値であることである。つまり、D1 −D2 =

(ϕ) が存在することである。
D と 線形同値な正因子全体を、完備一次系 といい、 |D| で表す。

定義
{(Ui, ψi)} が Cartier因子の局所方程式系であるとき、ψi = gij ψj となる gij = ψi/ψj を 変換関数 と呼

ぶ。また、 {gij} を 変換関数系 と呼ぶ。

定義
{Ui}i∈I が M の開被覆、gij ∈ T (Ui ∩ Uj ,OM

∗) であるとする。gii = 1 であるとき、
{gij} が {Ui}i∈I に属する変換関数系 と呼ぶ。

ここで、{Ui × C}i∈I を {gij} で貼り合わせる。L̃ =
⋃

i∈I

Ui × C が disjoint union だとする。

(zi, ξi) ∈ Ui × C , (zj , ξj) ∈ Uj × C としたとき、

(zi, ξi) ∼ (zj , ξj) ⇐⇒ zi = zj , ξi = gij(zj)ξj

と定めるとき、∼ は同値関係になっている。
L = L̃ / ∼ と定義したとき、写像 π : L −→ M を考える。
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定義
L を複素多様体、π : L −→ M 　を全射正則写像とするとき、次の条件を満たす M の開被覆 {Ui} が存在

するとき、L が M 上の 直線束 ( line bundle ) であるという。

(1) π−1(Ui) ∼= Ui × C (双正則）
(2) (zi, ξi) ∈ Ui × C , (zj , ξj) ∈ Uj × C としたとき、

∃gij ∈ T (Ui ∩ Uj ,OM
∗) s.t. ξi = gij(z)ξj

また、M 上の直線束全体を Pic(M) と書く。

定義
s : L −→ M が正則写像であるとする。s が L の 正則切断 であるとは、

任意の z ∈ M に対して、π(s(z)) = z であることである。つまり、π ◦ s = id である。

定義
s = {si} が L の 有理型切断 であるとは、si が L 上の有理型関数として

si(z) = gij(z)sj(z) , z ∈ Ui ∩ Uj であることである。

2.6 Riemann面の分岐被覆面と Hurwitzの定理

定義
H1(X,OX) の C 上の次元を コンパクト Riemann 面 X の 種数 ( genus ) と呼び、g, g(x) と書く。

定義
X を Riemann 面、正則写像 f : X −→ Y が定数写像でないならば f(X) = Y で、任意の Q ∈ Y に対し
て f−1(Q) は有限集合である。
このことから、X を Y の 分岐被覆面 ( ramified covering ) または 被覆 Riemann 面 と呼ぶ。

f : X −→ Y を 被覆 Riemann 面 として、p ∈ X , Q = f(p) とする。
このとき、P の近傍における X の局所座標 Z と Q の近傍における局所座標 W を z(p) = 0,w(Q) = 0

f は p の近傍で、z → w = ze であるとしてよい。このような局所座標 z, w のとり方は一意的ではないが、e
は p によって定まる。

補題
f : X −→ Y は定数写像でないとして、p ∈ X , Q = f(p) とする。
このとき、p の近傍における X の局所座標 z と Q の近傍における局所座標 w を次のようにとることがで
きる。

(i) z(p) = 0 , w(Q) = 0　
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(ii) p の十分小さい近傍 U で f は、z → w = ze ( e は正整数　）で与えられる。

( 証明 )

Q を中心とする Y の局所座標 w と p を中心とする X の局所座標 ξ を任意にとる。
このとき、 f は正則関数 ϕ を用いて w = ϕ(ξ) , ϕ(0) = 0 で与えられる。
ϕ の 0 における零点の位数 e とすると

ϕ(ξ) = ξeψ(ξ) , ψ(0) 6= 0

なる正則関数 ψ が存在する。 ψ(0) の e 乗根 α を 1つ選べば、原点の近傍で定義された正則関数 η で

η(0) = α , ηe(ξ) = ψ(ξ)

となるものが定まる。なぜなら、C 上の正則関数 g : u −→ v = ue を考える。
g(α) = ψ(0) , g′(α) 6= 0 であるから、逆関数によって v 平面の点 ψ(0) の近傍で定義された
正則関数 h = h(v) で h(ψ(0)) = α , he(v) = v をみたすものが存在する。
そこで、η(ξ) = h(ψ(ξ)) とすればよい。この η を用いて z = ξη(ξ) とすれば、
z は p の局所座標で f は w = ze で与えられる。 Q.E.D.

定義
この e を ep と書いて、p における 分岐指数 (ramification index ) と呼ぶ。
ep = 1 のときは、p において 不分岐である といい、そうでないときは 分岐している という。

f が p で分岐していれば、p の十分小さな近傍の p 以外の各点で f は不分岐。
x はコンパクトだから、f : X −→ Y は高々有限個の点で分岐している。

定義
f が分岐する点の全体を R = { p ∈ X | ep > 1 } として、B = f(R) ⊂ Y とする。

B は 分岐点の集合 ( branch locus ) と呼ばれる。
Q ∈ B ならば、f−1(Q) の少なくとも 1点で f が分岐しているとは限らない。

R が空集合のとき、 f を 不分岐被覆 ( unramified covering ) と呼ぶ。

定義
X,Y が局所連結な位相空間で、f : X −→ Y は連続写像であるとする。

Y の各点 Q に対して十分小さい連結な近傍 V をとって、f−1(V ) の連結部分を Wλ ( λ ∈ Λ ) とすれば、
f の制限 Wλ −→ V が同相写像であるとき、f は 位相的な被覆である といい、f を 被覆写像 という。

命題 6.1

X,Y を 2つのコンパクト Riemann 面として、f : X −→ Y を被覆 Riemann 面、
B 　をその branch locus とする。このとき、f によって引き起こされる写像 X − f−1(B) −→ Y −B は位
相的な被覆である。
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( 証明 )

Q を Y − B の点として、f−1(Q) = {p1, p2, . . . , pm} とする。各 pi の近傍 Ui を互いに交わらないよう
に、また f−1(B) とも交わらないようにとる。X はコンパクトであるから、f は閉集合を閉集合に写す写像
である。したがって、

z = f(X −
m⋃

i−1

Ui)

は Y の閉集合で、Q を含まない。そこで、Q の近傍 V を z と交わらないようにとれば f−1((V ) は
m⋃

i−1

Ui

に含まれる。一方、f は各 pi の開近傍 Wi から f(Wi) の上への同相写像を引き起こす。このとき、V のす
べての f(Wi) に含まれるようにとりなおせば、これを求める Q の近傍である。Q.E.D.

定義
Q ∈ Y −B として、f−1(Q) に属する X の点の個数を m(Q) とする。m(Q) は局所的に定数である。

しかも Y −B は連結でるから、m(Q) は Q ∈ Y −B のとり方によらない。
この数を f の 次数 と呼んで、deg f であらわす。deg f = m のとき、X を Y の m 重被覆面 と呼ぶ。

命題 6.2

f : X −→ Y を 次数 m の被覆 Riemann 面 とする。Q ∈ Y , f−1(a) = {p1, p2, . . . , ps}
各 pλ における分岐指数を epλ

とすれば、
s∑

λ=1

epλ
= m

が成り立つ。特に、

(i) 任意の Q ∈ Y に対して、f−1(Q) は高々 m 個の点から成る。
(ii) f−1(Q) が丁度 m 個の点から成るために必要十分な条件は、f−1(Q) の各点で f が不分岐なこと
である。

( 証明 )

Q を中心とする局所座標 w を選び、次に各 pλ を中心とする局所座標 zλ を適当に選べば、
f は pλ の近傍で、zλ −→ w = zλeλ , eλ = epλ

で与えられる。
Y の点 Q′ (6= Q) を Q に十分近くとれば、f−1(Q′) は各 pλ の近傍に丁度 eλ 個の点を持っている。
命題 6.1 より、Q′ の逆像はこれで尽きる。したがって、m =

∑
eλ Q.E.D.

命題 6.3

f : X −→ Y を次数 m の被覆 Riemann 面。D を Y 上の因子とすると、

deg f∗D = mdegD

( 証明 )

命題 6.2 より、f∗D =
∑
eλpλ だから明らかである。 Q.E.D.
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定理 6.4 ( Hurwitz の定理 )

f : X −→ Y を 次数 m の被覆 Riemann 面 とする。X,Y の種数をそれぞれ g(X), g(Y ) とすれば、

2g(X)− 2 = m(2g(Y )− 2) +
∑

p

(ep − 1)

が成り立つ。

( 証明 )

ここで、右辺の和は f から分岐する点 p ∈ X 全体にわたってとる。
2g − 2 は因子の次数であるから、定理 6.4 は次の定理 6.5 と命題 6.3から導かれる。 Q.E.D.

定理 6.5

X 上の正因子 R を
R =

∑

p∈X

(ep − 1)p

によって定義する。W を Y 上の因子とすれば、f∗W +R は、X 上の因子である。

( 証明 )

Y 上の 2つの因子は互いに線形同値であるから、ある 1つの因子について照明すればいい。
そこで、ϕ を Y 上の定数でない有理型関数として W = div(dϕ) をとる。
このとき、ϕ ◦ f を X 上の有理型関数とみて

div(d(ϕ ◦ f)) = f∗W +R (2)

であることを示せばよい。そのために p ∈ X , Q = f(p) ∈ Y として、それぞれの局所座標を z,ｗ とす
る。w = f(z) とすれば、

d(ϕ ◦ f) =
∂ϕ

∂w
(f(z))

∂f

∂z
(z)dz (3)

である。∂ϕ/∂w は w の局所方程式であるから、右辺のは f∗W の局所方程式である。
また、∂f/∂z は R の局所方程式である。したがって、(3) は p の近傍で (2) が成り立つことを示している。
ここで、p は任意であったから X 上で (2) が成り立つ。 Q.E.D.

2.7 etc

定義
L ∈ Pic(X) が very ample であるとは、埋め込み X

i
↪→ PN で、 L = i∗OPN (1)　であることである。

定義
L ∈ Pic(X) が ample であるとは、mL が very ample であるような m > 0 が存在することである。
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定義
L ∈ Pic(X) が直線束で、T (X) を接 bundle とする。ここで −KX =

∧n
T (X) は直線束とするとき、

KX = −(KX) を X の 標準 bundle ( canonical bundle ) という。

X,Y は n 次元 smooth projective variety とし ρ(X) ; Y であるような正則写像 ρ : X −→ Y が存在す
るとき、X の各点 P でのパラメーター x1, . . . , xn , Q での局所パラメーター y1, . . . , yn をとり、det ∂(yi◦ρ)

∂xi

により定まる X 上の divisor を R とする。R は ρ によってのみ定まる。TP , TQ をそれぞれ X の P , Y の
Q での接空間としたとき、ρ により dρp が引き起こされる。

dρp : TP −→ TQ

∂

∂xi
7→ ∑

j

∂(yj◦ρ)
∂xi

∂
∂yj

したがって、Supp R = ｛P ∈ X 　 |　 dρp : TP −→ TρP
が同型写像でない｝

定義
この R を ρ の ramification divisor という。

定理
上のように ρ : X −→ Y および R をとれば、KX = ρ∗KY + R である。
（証明）[2] 5.2 定理 16 参照　

定義
−KX が ample であるとき、X は Del Pezzo surface であるという。

定理 ( Serre の双対律 )

L ∈ Pic(X) であるならば、Hi(X,L) と Hn−i(X,KX − L) は双対空間になっている。
よって、次元が等しいので hi(X,L) = hn−i(X,KX − L)

（証明）[3] p.244 Corollary 7.7を参照

定理　 ( projection formula )

f : X −→ Y , F を X 上の直線束とし、G を Y 上の直線束とするとき

f∗(F ⊗ f∗G) = (f∗F)⊗ G

が成り立つ。
（証明）[3] p.123 5.1を参照

定理 (Kodaira’s vanishing Theorem )

L が ampleならば、任意の iで、hi(X,KX + L) = 0である。
（証明）[3] p.248 Remark 7.15を参照
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定義
X の irregularity q とは、q = h1(X,OX)

定義
KX = OX , q = 0 であるとき、X は K3 surface であるという。

定理　 ( Noether’s formula )

X が smooth projective surface ならば、

1− q(X) + Pg(X) =
1
12

(c12(X) + c2(X))

（証明）[4] p.20 Theorem(5.4)を参照

定義
X を smooth projective surface として、有理写像　 Φ｜mKX｜ : X → PN ,

N = h0(mKX)− 1　において κ(X) = maxm dim Φ｜mKX｜ (≤ dimX)となるとき、
κ(X) を小平次元という。
また、κ(X) = 2 であるとき、 X を general type という。
KX が nef のとき、X は minimal surface という。

定義
X は paracompact topological space で V を X 上の vector bundle としたとき、
ci(V ) ∈ H2i(X,Z) を V の the i-th Chern class という。
また、Fx を X の tangent bundle としたとき、
ci(Fx) を X の the i-th Chern class といい、ci(X) と記す。

定理
X が minimal surface of general type ,

ci(X) : X の i-th Chern class であるならば、

c1
2(X) > 0 , c2(X) > 0

c1
2(X) ≤ 3c2(X)

5c12(X)− c2(X) + 36 ≥ 0 (c12(X) even である場合の Noether’s ineqality )

　（証明）[4] p.207 Theorem(1.1)を参照
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3 主定理
X は smooth projective surface とする。
ρ : X −→ P2 は P2 の double coveringとする。B：branch divisor としたとき、 B ∈ ｜OP2(2b)｜ とな
る。ci(X) を X の i-th Chern class　と仮定したとき、

(1) b＝ 1のとき、 X は P1 × P1

(2) b＝ 2のとき、 X は KX
2＝２の Del Pezzo surface

(3) b＝ 3のとき、 X は K3 surface

(4) b ≥ 4のとき、 X は　 minimal surface of general typeであり、
2c12(X) + 42 ≤ c2(X) ≤ 5c12(X) + 36　を満たす。

（証明）
X は smooth projective surfaceで、ρ : X −→ P2 は P2 の double coveringとする。P2 は単連結してい
るので、ρ は分岐しなければならない。すなわち、 branch divisor B は｜OP2(2b)｜に属する。
KX = ρ∗KP2 + R において今、ramification R は 2R = ρ∗B であるから、
KX = ρ∗KP2 + 1

2ρ
∗(B)が成り立つ。KX = ρ∗KP2 + ρ∗ OP2(b) = ρ∗ OP2(b−3)よって、KX

2 = 2(b−3)2

次に、 0 → OP2 → ρ∗OX → OP2(−b) → 0 が split exact であることを示す。
Ext1(OP2(−b),OP2) = Ext1(OP2 ,OP2(b)) = H1(P2,OP2(b)) = H1(P2,KP2 +OP2(b+ 3)) 　
H1(P2,KP2 +OP2(b+3)) は Kodaira’s vanishing Theorem より 0 になるので、Ext1(OP2(−b),OP2) = 0

よって、 0 → OP2 → ρ∗OX → OP2(−b) → 0 は split する。
よって、ρ∗OX = OP2 ⊕ OP2(−b)である。ここから b で場合分けしていく。

(1) 　 b = 1 の場合、KX = ρ∗ OP2(−2) よってKX
2 = 8 である。−KX は ampleなので、

X は Del Pezzo surface である。X が P2 の blow up ならば、−1 = KXE をみたす E が存在する。
しかしKX の偶数性より矛盾するので、X は P1 × P1

(2) 　 b = 2 の場合、KX = ρ∗ OP2(−1) よってKX
2 = 2 である。−KX は ampleなので、

X は Del Pezzo surface である。
(3) 　 b = 3 の場合、KX = OX また、q(X) = h1(OX) = h1(OP2) + h1(OP2(−b)
ここで、OP2 = KP2 + OP2(3) であるので Kodaira’s vanishing Theorem　より　 q(X) = 0

よって、X は K3 surface

(4) 4 ≤ b ≤ tの場合、KX = ρ∗ OP2(b− 3)

KX は ampleなので、 mKX が very ample となる m が存在する。
よって、Φ｜mKX｜ : X ↪→ PN , N = h0(mKX)− 1

だから κ(X) = 2 で、 X は　 general type である。
また、KX は ample なので KXC > 0 　だからKX は nef である。よってX はminimal surfaceである。
ここから、b ≥ 4 の c1

2(X) , c2(X) について調べていく。
X は minimal surface of general type なので、c12(X) = KX

2
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また、Noether’s formula

1− q(X) + Pg(X) =
1
12

(c12(X) + c2(X))

であるから、q(X) = h1(OP2) + h1(OP2(−b) = 0

Pg(X) = h2(OP2) + h2(OP2(−b) = h0(KP2 −OP2(−b)) = h0(OP2(b− 3)) = (b−1)(b−2)
2 なので、

これら代入して c2(X) = 2(2b2 − 3b+ 3)

以上から

b = 4 　 (c12(X) , c2(X)) = (2, 46)

b = 5 　 (c12(X) , c2(X)) = (8, 76)

b = 6 　 (c12(X) , c2(X)) = (18, 114)
...

b = t 　 (c12(X) , c2(X)) = (2(t− 3)2, 2(2t2 − 3t+ 3))

これらの軌跡を求めると、(2c12(X) − c2(X) + 24)2 = 162c12(X) となっている。
これは、 5

√
5

162 (X − 42
√

5
25 )2 = Y − 78

√
5

25 を回転させたものである。これより、この軌跡の軸の傾きは 2 で
ある。また、b = 4, 5 の場合、Noether’s line 上にあるので、c2(X) ≥ 2c12(X) + 42 を満たす。 以上より、
b ≥ 4 であるならば、

2c12(X) + 42 ≤ c2(X) ≤ 5c12(X) + 36 を満たしている。　 Q.E.D.

c2(X) ≥ 2c12(X) + 42 , c2(X) ≤ 5c12(X) + 36 , (2c12(X)− c2(X) + 24)2 = 162c12(X)
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4 他の例
主定理では、ρは P2 への double cover になっていたが、P1 × P1 への double cover にした場合でも、同
じような議論で軌跡が求められるので比較してみる。

ρ : X −→ P1 × P1 は P2 の double coveringとする。このとき、branch divisor B は｜O(2b, 2b)｜に属
しているとする。KX = ρ∗KP1×P1 + ρ∗(B/2) = ρ∗ O(b− 2, b− 2)となる。だから、KX

2 = 4(b− 2)2

b ≥ 3 の X が minimal surface of general type での c1
2(X) , c2(X) の軌跡を調べる。

X は minimal surface of general type なので、c12(X) = KX
2

また、Noether’s formula

1− q(X) + Pg(X) =
1
12

(c12(X) + c2(X))

であるから、q(X) = h1(OP1×P1) + h1(O(−b,−b) = 0

Pg(X) = h2(OP1×P1)+h2(O(−b,−b) = h0(O(b− 2, b− 2)) = h0(OP1(b− 2))2 = (b− 2+1)2 = (b− 1)2

なので、これら代入して c2(X) = 8(b2 − b+ 1)

よって軌跡は、(2c12(X) − c2(X) + 24)2 = 144c12(X) となっている。この軌跡の軸の傾きは 2 である。
また、b = 3 の場合、Noether’s line 上にあるので、c2(X) ≥ 2c12(X) + 48 を満たす。 以上より、b ≥ 3 で
あるならば、

2c12(X) + 48 ≤ c2(X) ≤ 5c12(X) + 36 を満たしている。

c2(X) ≥ 2c12(X) + 42 , c2(X) ≤ 5c12(X) + 36 , (2c12(X)− c2(X) + 24)2 = 162c12(X)
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主定理の軌跡と比較すると、軸の傾きが 2 であり、(c12(X) , c2(X)) = (0, 24)　で接している放物線であ
るという共通点が見られる。そして、P2 の軌跡の方が Noether’s line に近かった。

(2c12(X)− c2(X) + 24)2 = 162c12(X) と　 (2c12(X)− c2(X) + 24)2 = 144c12(X)
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