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double cover とは
X, Y : compact Rieman 面



準備
X: smooth complex projective surface

ρ : X → P1 × P1 double covering

B ∈ |OP1×P1(2a, 2b)| (a, b ≥ 0)

主定理
(1) a = b = 1 のとき，
surface X は5点 blow up による Del Pezzo surface である.

(2) a = b = 2 のとき，
surface X は K3 surface である.



定義 1 (Del Pezzo surface)
surface X が Del Pezzo surface

⇐⇒ K−1
X が ample

（特徴）
blowing up :X → P2 K2

P2 = 9
K2

X = 9 − r ⇒ r 点 blow up (0 5 r 5 8)
または P1 × P1

定義 2 (K3 surface)
surface X が K3 surface

⇐⇒ KX = OX ， h1(X,OX) = 0



定義 3 (OP1×P1(α, β))
p : P1 × P1 → P1

(P1 × P1の第１成分のP1への射影）
q : P1 × P1 → P1

(P1 × P1の第２成分のP1への射影）
としたとき
OP1×P1(α, β) = p∗OP1(α) ⊗ q∗OP1(β)
とする．



定理 1 (小平の消滅定理)
L：ample な因子
=⇒ (1) hi(X,KX ⊗ L) = 0 (∀i > 0)

(2) hn−i(X, L−1) = 0(∀i > 0)

定理 2（KXとKYの関係）
f : X → Y 正則射かつ有限射
R : f の ramification divisor

=⇒ KX = f∗KY + R



(証明)
標準因子KXを求める．
2R = ρ∗B , KX = ρ∗KP1×P1 + R

KP1×P1 = p∗KP1 ⊗ q∗KP1

= p∗OP1(−2) ⊗ q∗OP1(−2)
= OP1×P1(−2,−2)

∴ KX = ρ∗(OP1×P1(−2,−2)) + ρ∗(OP1×P1(a, b))
= ρ∗(OP1×P1(−2 + a,−2 + b))



(1) a = b = 1
KX = ρ∗(OP1×P1(−1,−1)) =⇒ K−1

X = ρ∗(OP1×P1(1, 1))
∴ surface X は Del Pezzo surface である．

K2
X = (ρ∗OP1×P1(−1,−1))2

= (deg ρ)(OP1×P1(−1,−1))2

= 2(p∗OP1(−1) ⊗ q∗OP1(−1))2

= 2(0 + 2(−1)(−1) + 0)
= 2 · 2 = 4

∴ surface X は5点 blow up の Del Pezzo surface である



(2) a = b = 2
KX = ρ∗OP1×P1 = OX

h1(X,OX) = h1(P1 × P1, ρ∗OX)

= h1(P1 × P1,OP1×P1 ⊕OP1×P1(−2,−2))

= h1(P1 × P1,OP1×P1)

+ h1(P1 × P1,OP1×P1(−2,−2))

= h1(P1 × P1,KP1×P1 ⊗OP1×P1(2, 2))

+ h1(P1 × P1, (OP1×P1(2, 2))−1)
= 0

∴ surfaceXは K3 surface である．



まとめ
ρ : X → P1 × P1 , B ∈ |OP1×P1(2a, 2b)| (a, b ≥ 0)
(1) a = b = 1 , 5点 blow up による Del Pezzo surface

(2) a = b = 2 , K3 surface

未解決の問題
・a, b ≥ 3
・逆の考察


