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1 概要
この論文は，タイトルにもあるように P1 × P1 への double cover を与える surface X について，P1 × P1

の branch locus の次数が低い場合の一部について調べたものである．研究のテーマにした動機は，代数幾何

において double cover については昔からあつかわれるテーマで 自分も学部のころから興味をもってやってい

たからである．そこで今回は自分にできる考察の対象として P1 × P1 について調べることにした．はじめにこ

の論文を読む上で必要になる定義，定理をいくつか示し，そのうえで話を進めていきたい．
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2 定義，定理
2.1 　複素多様体

M を位相空間とし，M が複素多様体とは次の（１）～（４）が成立するときをいう

（１）M は連結ハウスドルフ空間

（２）∀i ∈ I Ui ⊂ M かつ M =
∪
i∈I

Ui

（３）∀i ∈ I ui ⊂ Cn φi : Ui −−−−−→ ui，同相写像

（４）Ui ∩ Uj ̸= ϕとなる ∀i,∀j ∈ I について，φij = φj ◦ φ−1
i |uij

また Ui, φi をそれぞれ座標近傍，座標関数と呼び，(Ui, φi)を座標近傍系と呼ぶ．１次元複素多様体をリー

マン面と呼ぶ．

2.2 pre sheaf

X を位相空間とし，Ω を X の開集合全体とすると，∀U ∈ Ω にたいして C 上のベクトル空間 F(U) が定

まる．また ∀U,∀V ∈ Ω のとき γU,V : F(U) −−−−−→ F(V ) 準同型写像が定まり，次の（１）～（３）が

いえるとき，F は pre sheaf という．

（１）F(ϕ) = {0}
（２）γU,U : F(U) −−−−−→ F(U) = idF(U)

（３）∀W,U, V ∈ Ω W ⊂ V ⊂ U のとき γW,U = γW,V ◦ γV,U となる，つまり可換である．

また F(U) = Γ(U,F)と表し，ここでの γV,U とは下のような制限写像を表す．

γV,U : F(U) −−−−−→ F(V )

f ∈ F(U), γV,U (f) ∈ F(V ) f 7−→ γV,U (f) = f |V
F(U)の元を，U 上の f の section(切断）といい，U = X のとき，F(X)の元を f の global section（大

域切断）という．

2.3 　 stalk

f を X 上の pre sheaf, p ∈ X にたいして Ωp = {U ∈ Ω | p ∈ U} とする. ここで
∪

U∈Ωp

F(U) を互いに交

わらない和 (disjoint union)となるようにとる．a, b ∈
∪

U∈Ωp

F(U) をとり，今 a ∈ F(Ua), b ∈ F(Ub) となっ

ているとする.

このとき次の ∼は同値関係である
a ∼ b ⇐⇒ ∃W ∈ Ωp s.t W ⊂ Ua ∩ Ub a |W = b |W
そして Fp = (

∪
U∈Ωp

F(U))/ ∼ とし，これを，F の p での stalk という．

a ∈ F(U) の定める Fp の元を ap であらわし，aの pにおける germという．

これらの定義をまとめると次のとおりである．

∀α ∈ Fp ∃U ∈ Ωp ∃a ∈ F(U) s.t ap = α
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2.4 　 sheaf

F が sheafとは，pre sheafであり，さらに次が成立するときをいう

∀U ∈ Ω U =
∪
i∈I

Ui Ui の開被覆とする

（１）f ∈ F(U) ∀i ∈ I γUi,U (f) = 0 =⇒ f = 0

（２）(fi)i∈I ∈
∏
i∈I

F(Ui) s.t∀i, j γUi∩Uj ,Ui(fi) = γUi∩Uj ,Uj (fj)

=⇒ ∃f ∈ F(U) s.t ∀i ∈ I f |Ui = fi

以上が成立するとき F は X の sheaf である．また sheaf の stalk は pre sheaf のそれである．

2.5 　 sheafの exact sequence

Fi を X 上の sheaf とし，φi : Fi −−−−−→ Fi+1 を sheaf の間の準同型写像とする．このとき

. . .
φi−2−−−→ Fi−1

φi−1−−−→ Fi
φi−−−→ Fi+1

φi+1−−−→ . . . が exact sequence であるとは

⇐⇒ ∀p ∈ X に対して，それらの stalk 間の準同型写像

. . .
φi−2,p−−−−→ Fi−1,p

φi−1,p−−−−→ Fi,p
φi,p−−−−→ Fi+1,p

φi+1,p−−−−→ . . . が exact sequence であるときをいう

ここで次の sheaf の系列を考える

0 −−−−−→ F α−−−−−−→ G β−−−−−→ H −−−−−→ 0 これが exact sequenceであるとき（これが exact sequence

であることは αp が単射 βp が全射であることからいえる)，次の系列は exact sequence である.

0 −−−−−→ F(U) αU−−−−−−→ G(U)
βU−−−−−→ H(U) −−−−−→（証明は省略）

このうえで φ : F −−−−−→ G としたときのKerφ，Imφ，Cokerφを定義する.

Kerφとは次の（１），（２）が成立するときをいう

（１）Kerφは X 上の sheaf

（２）0 −−−−−→ Kerφ −−−−−→ F φ−−−−−→ G が exact sequence

また, (Kerφ)p = Kerφp である

Cokerφとは次の（１），（２）が成立するときをいう

（１）Cokerφは X 上の sheaf

（２）F φ−−−−−→ G −−−−−→ Cokerφ −−−−−→ 0が exact sequence

また，(Cokerφ)p = Cokerφp である

Imφとは次の（１），（２）が成立するときをいう

（１）Imφは X 上の sheaf

（２）F φ−−−−−→ G π−−−−−→ Cokerφ −−−−−→ 0が exact sequence

このとき Imφ = Kerπ である．また (Imφ)p = Imφp である.

2.6 コホモロジー群

X を位相空間とし，Ω を X 上の開集合全体とする．F を X 上の sheaf で F は flabby であるとする.

（⇐⇒ ∀U ∈ Ω F(X)
γU,X−−−−→ F(U)が全射）

U ∈ Ωにたいして，C0(F)(U) =
∏

p∈U

Fp とおくと，これは γV,U を自然な射影で定義すれば X 上の sheaf

でかつ flabby である．
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ここで ι : F −−−−−→ C0(F)という写像のKerιを調べると，Kerι = 0となる．つまり

0 −−−−−→ Kerι −−−−−→ F ι−−−−−→ C0(F)が exact sequence であったので

0 −−−−−→ F ι−−−−−→ C0(F)が exact sequence であるということである

ここで F が flabby resolution というのを定義したい

F が flabby resolution とは ∀ηm(m ≥ 0)が flabby で

0 −−−−−→ F −−−−−→ η0 −−−−−→ η1 −−−−−→ . . .

が exact sequence となることである

F が flabby resolution とする

0 −−−→ F ι0−−−−→ C0(F) π0

−−−−→ Cokerι −−−→ 0

この exact sequence にたいして C1(F) = C0(Cokerι0) とし, C0(F) ι1−−−−→ C1(F)，δ0 = ι0 ◦ π0 とす

ると

0 −−−→ F ι−−−→ C0(F) δ0

−−−−→ C1(F) δ1

−−−−→ C2(F) −−−→ . . .

となる exact sequence ができる．これを F の canonical flabby resolution と呼ぶ

また一般に sheaf の exact sequenceF α−−−−−→ G β−−−−−→ H に対して次がいえる
∀U ∈ Ω F(U) αU−−−−−−→ G(U)

βU−−−−−−→ H(U) について ImαU ⊂ KerβU (βU ◦αU = 0)である（複体）

よって canonical flabby resolution と上のことから次の exact sequence が複体となる

0 δ−1

−−−−−→ Γ(X, C0(F)) δ0

−−−−→ Γ(X, C1(F)) δ1

−−−−→ Γ(X,C2(F)) −−−→ . . . (δq ◦ δq−1 = 0)

そこでHq(X,F) = Kerδq/Imδq−1とし，これをF の q次コホモロジー群と呼ぶ (H0(X,F) = Γ(X,F) =

F(X)である)

2.7 因子

M を複素多様体とし，M の開被覆 {Ui}i∈I と，各 Ui 上与えられた 0でない有理系関数 φi を考える．

さらに Ui ∩ Uj ̸= ϕのとき，各 Ui ∩ Uj 上で φi = gijφj となる Ui ∩ Uj 上の正則関数 gij で 0にならな

いものが存在すると仮定する．これらの条件を満たす系 {(Ui, φi)}i∈I を因子の局所方程式系と呼ぶ

二つの因子の局所方程式系 {(Ui, φi)}i∈I，{(Vλ, ηλ)}λ∈Λ をあたえ

Ui ∩ Vλ ̸= ϕなる任意の i ∈ I, λ ∈ Λに対して φi/ηλ が Ui ∩ Vλ 上 0にならない正則関数であるとき，こ

れら二つの局所方程式系は同値であると定義する．この同値関係による同値類のことをM の因子とよぶ．

2.8 変換関数系

M の開被覆 {Ui}i∈I，Ui ∩ Uj ̸= ϕなる i, j ∈ I に対して，Ui ∩ Uj 上 0にならない正則関数 gij が与えら

れているとする．gij が

gii = 1 Ui ∩ Uj ∩ Uk 上 gij = gijgjk

をみたすとき {gij}を開被覆 {Ui}に属する変換関数系とよぶ．同じ開被覆に属する変換関数系 {gij}, {hij}
が同値であるとは，各 Ui 上 0にならない正則関数 ui が存在して Ui ∩ Uj 上で
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gij = u−1
i hijuj

みたすことであると定義する

2.9 　 ample

X 上の因子 Lが ample であるとは，X 上の sheafF で N ∋ ∃n0 > 0,∀n = n0 に対して，F ⊗Ln が global

section により生成される．

2.10 　 very ample

X 上の因子 L が very ample であるとは，i : X ↪→ Pn の埋め込みにより，L = i∗OPn(1) となることで

ある．

また Lが ample であることと，Lm(∃m)が very ample であることは同値である．

2.11 　セールの双対律

X を複素多様体とし，Lを X 上の因子とする．dim X = nとする．このとき次が成立する．

Hi(X, L)と Hn−i(X,KX ⊗ L−1)は双対空間であり，その次元は等しいつまり

hi(X, L) = hn−i(X, KX ⊗ L−1)

2.12 　小平の消滅定理

Lを ample な因子とする．このとき次のことが成立する．

(1)hi(X, KX ⊗ L) = 0 (∀i > 0)

(2)hn−i(X,L−1) = 0(∀i > 0)

(1) と (2) は上でのべたセールの双対律によって同値のことであることがいえる．([2] の Remark 7.15

参照）

2.13 　 Del Pezzo surface

surfaceX が Del Pezzo surface であるとは，ample な因子 Lに対して

KX ⊗ L = OX

となるものである．またそれは P2 を最大 8 点まで blow up して得られる surface であるか，P1 × P1 であ

る．標準因子の自己交点数を調べることで分類でき, 1点 blow up することで自己交点数は 1減っていく．つ

まり X が Del Pezzo surface で K2
X = 6ならば，K2

P2 = 9であることから 3点 blow up による Del Pezzo

surface であると分類される．

2.14 　K3 surface

surfaceX にたいして，標準因子KX が trivial であり，その irregularity が 0であるときX はK3 surface

である
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2.15 　 ramification divisor

X, Y を n 次元 smooth projective surface とし，φ : X → Y を正則写像とする．このとき X の各点

P での局所パラメーター (x1, x2,…, xn) および Q = φ(P ) での局所パラメーター (y1, y2,…, yn) をとっ

て，det(∂(yi◦φ)
∂xi

) によって定義される X 上の因子を R とする．あきらかに，R は局所パラメーターのとり

方とは無関係で，φ によってのみ定まる．また，TP を X の P での接空間，TQ を Y の Q での接空間と

すると，φ によって TP から TQ への線形写像 dφP
: TP ∋ ∂

∂xi
7→

∑
j

(∂yi◦φ)
∂xi

∂
∂yi

∈ TQ が引き起こされ，

SuppR = {P ∈ X|dφP
: TP → TQが同型写像でない }である．この Rを φの ramification divisor という．

2.16 　標準因子KX とKY の関係

2.15のように φ : X → Y および Rをとれば，KX = φ∗(KY ) + Rである．

証明は [2]，5.2を参照
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3 本題
X を smooth projective variety とし，ρ : X → P1 × P1 double covering とする. P1 × P1 の第 1成分へ

の射影を p : P1 × P1 → P1 とし，第 2成分への射影を g : P1 × P1 → P1 とする．これにより，OP1×P1(α, β)

を次のように与える. OP1×P1(α, β) = p∗OP1(α) ⊗ g∗OP1(β) とする．これを用いて，branch locus B を

B ∈ |OP1×P1(2a, 2b)| (a, b ≥ 0) とする.

Main Theorem
(1)a = b = 1のとき，

surfaceX は 5点 blow up による Del Pezzo surface である.

(2)a = b = 2のとき，

surfaceX はK3 surface である.

Proof of Theorem
まずは surface X の構造を調べるうえで必要な標準因子 KX を求めたい．今 ρ が double cover であるの

で ramification divisor R は 2R = ρ∗B となることから，KX = ρ∗KP1×P1 + ( 1
2 )ρ∗(B) となる．

そこでまず KP1×P1 がどうなっているか見てみると，これは最初に与えた射影 p, g を用いることで

KP1×P1 = p∗KP1 ⊗ g∗KP1 とあらわせる．

また KP1 = OP1(−2) であることから p∗KP1 ⊗ g∗KP1 = p∗OP1(−2) ⊗ g∗OP1(−2) よって KP1×P1 =

p∗OP1(−2) ⊗ g∗OP1(−2) = OP1×P1(−2,−2)

を得られる．B∈ |OP1×P1(2a, 2b)| (a, b ≥ 0) であることを考慮すると標準因子KX は

KX = ρ∗(OP1×P1(−2,−2) + OP1×P1(a, b))

= ρ∗(OP1×P1(−2 + a,−2 + b))

である．

(1)a = b = 1 のとき KX = ρ∗(OP1×P1(−1,−1)) よって KX ⊗ ρ∗(OP1×P1(1, 1)) = OX となる．

OP1×P1(1, 1) は very ample であるので定義より当然 ample である．また ρ によって引き戻された

ρ∗(OP1×P1(1, 1))も ample である．

よって X は Del Pezzo surface である．

そこで KX の自己交点数 K2
X を求めると，K2

X = (ρ∗OP1×P1(−1,−1))2 = deg ρ(OP1×P1(−1,−1))2 =

2(p∗OP1(−1) ⊗ g∗OP1(−1))2 = 2((p∗OP1(−1))2 + 2(p∗OP1(−1))(g∗OP1(−1)) + (g∗OP1(−1))2) = 2(0 +

2(−1)(−1) + 0) = 2 · 2 = 4 をえることから，X は 5点 blow up による Del Pezzo surfaceである

(2)a = b = 2のとき KX = OP1×P1(0, 0) = OX つまりこのとき標準因子が trivial である．そこで OX の

irregularity h1(OX)を求めたい

今 ρ が double covering の写像であることから exact sequence 0 → OP1×P1 → ρ∗OX →
OP1×P1(−a,−b) → 0が存在し，Ext1(OP1×P1(−a,−b),OP1×P1) = Ext1(OP1×P1(−a,−b)⊗OP1×P1 ,OP1×P1) =

Ext1(OP1×P1 ,OP1×P1(a, b) ⊗ OP1×P1) = Ext1(OP1×P1 ,OP1×P1(a, b)) = H1(P1 × P1,OP1×P1(a, b)) =

H1(P1 × P1,KP1×P1 + OP1×P1(2 + a, 2 + b)) = 0 となることから，この exact sequence は split し
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ρ∗OX = OP1×P1 ⊕ OP1×P1(−a,−b) となる．h1(OX) = dimH1(X,OX) = dim H1(P1 × P1, ρ∗OX) で

あることを考慮して，今の結果と a = b = 2 という条件を代入して計算すると h1(OX) = dimH1(P1 ×
P1,OP1×P1 ⊕ OP1×P1(−2,−2)) = dimH1(P1 × P1,OP1×P1) + dimH1(P1 × P1,OP1×P1(−2,−2)) =

dimH1(P1 × P1,KP1×P1 ⊗OP1×P1(2, 2)) + dimH1(P1 × P1,−OP1×P1(2, 2)) を得られる．

よって OP1×P1(2, 2)は ample であることから小平の消滅定理より h1(OX) = 0 となる．

標準因子が trivial でその irregularity が 0であるので，X は K3 surfaceである．
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