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1 Definition
k : 基礎体 , k = k, ch(k) ≥ 0.

Veronese variety.¶ ³
V m

2 := ν2(Pm) : Veronese variety,
ν2 : Pm −→ PN :=(m+2

2 )−1 ; (x0 : x1 : · · · : xm) 7−→ (x2
0 : x0x1 : x0x2 : · · · : x2

m).µ ´
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V m

2 := ν2(Pm) : Veronese variety,
ν2 : Pm −→ PN :=(m+2

2 )−1 ; (x0 : x1 : · · · : xm) 7−→ (x2
0 : x0x1 : x0x2 : · · · : x2

m).µ ´
Secant variety.¶ ³

X ⊆ PN : sm. proj. var.

Sec(X)◦ :=
∪

x,y∈X, x ̸=y

xy, Sec(X) := Sec(X)◦ ⊆ PN .

µ ´
n-secant variety.¶ ³

Secn(X) :=
∪

x0, ... ,xn∈X

⟨x0, . . . , xn⟩ ⊆ PN .

⟨x0, . . . , xn⟩ : x0, . . . , xnで張られる線形部分空間.µ ´



2 Secant varietyの応用例

P. Griffiths; J. Harris : Principles of algebraic geometry.

 X ⊂ PN : sm. proj. var. ,
P ∈ PN \ X,
πP : X → PN−1 (Pからの射影).

Question.¶ ³
πP : X → πP (X)は同型になるか？µ ´
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P. Griffiths; J. Harris : Principles of algebraic geometry.

 X ⊂ PN : sm. proj. var. ,
P ∈ PN \ X,
πP : X → PN−1 (Pからの射影).

Question.¶ ³
πP : X → πP (X)は同型になるか？µ ´
Proposition.¶ ³

πP : X → πP (X) : 同型.

⇔ P ∈ PN\Sec(X).µ ´



3 Fact

Proposition 1.¶ ³
ch(k) ≥ 0, V m

2 = V (I2(Ω)).µ ´
Z = (Z00 : Z01 : Z02 : · · · : Zm−1m : Zmm) ∈ PN :=(m+2

2 )−1,

Ω(Z) :=


Z00 Z01 Z02 · · · Z0m

Z10 Z11 Z12 · · · Z1m

Z20 Z21 Z22 · · · Z2m

...
...

...
. . .

...
Zm0 Zm1 Zm2 · · · Zmm

 (但し, Zji = Zij).

It(Ω) := ⟨ Ωのt × t小行列式⟩.
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2 ).
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6 Application(RankとBetti数の関係について)

X ⊆ PN : sm. proj. var. , P ∈ PN \ X.

Rank.¶ ³
rkX(P ) := min{n | P ∈ Secn(X)}.µ ´

X ⊆ Sec(X) ⊆ Sec2(X) ⊆ · · · ⊆ Secn(X) ⊆ · · · ⊆ PN .

πP : X → PN−1.



6 Application(RankとBetti数の関係について)

Proposition (E. Park (2007)).¶ ³
ch(k) ≥ 0, P1, P2 ∈ Pd \ Sec(X), X := V 1

d ,

rkX(P1) = rkX(P2) ⇐⇒ B(πP1(X)) = B(πP2(X)).µ ´
V 1

d := νd(P1), νd : P1 → Pd; (x0 : x1) 7→ (xd
0 : xd−1

0 x1 : · · · : xd
1).

次数付きBetti数.¶ ³
B(X) := (βij(X)).µ ´

Fi =
⊕

j R(−j)βij(X), · · · −→ Fi −→ · · · −→ F0 −→ IX −→ 0.

rkX(P ) := min{n | P ∈ Secn(X)}.



6 Application(RankとBetti数の関係について)

Proposition (E. Park (2007)).¶ ³
ch(k) ≥ 0, P1, P2 ∈ Pd \ Sec(X), X := V 1

d ,

rkX(P1) = rkX(P2) ⇐⇒ B(πP1(X)) = B(πP2(X)).µ ´

;

Question.¶ ³
ch(k) ≥ 0, P1, P2 ∈ Pd \ Sec(X), X := V m

2 ,

rkX(P1) = rkX(P2) ⇐⇒ B(πP1(X)) = B(πP2(X)). ?µ ´
V 1

d := νd(P1), νd : P1 → Pd; (x0 : x1) 7→ (xd
0 : xd−1

0 x1 : · · · : xd
1).

V m
2 := ν2(Pm), ν2 : Pm → PN ; (x0 : · · · : xm) 7→ (x2

0 : x0x1 · · · : x2
m).



6 Application(RankとBetti数の関係について)

Example.¶ ³
X := V 4

2 , ∃P1, P2 ∈ P14 \ Sec(X) s.t. rkX(P1) = rkX(P2) = 3,

(i) ch(k) = 2, B(πP1(X)) ̸= B(πP2(X)).
(ii) ch(k) = 0, 3, B(πP1(X)) = B(πP2(X)).µ ´

Question.¶ ³
ch(k) ≥ 0, P1, P2 ∈ Pd \ Sec(X), X := V m

2 ,

rkX(P1) = rkX(P2) ⇐⇒ B(πP1(X)) = B(πP2(X)). ?µ ´
rkX(P ) := min{n | P ∈ Secn(X)}.

X ⊆ Sec(X) ⊆ Sec2(X) ⊆ · · · ⊆ Secn(X) ⊆ · · · ⊆ PN .



7 まとめ

まとめ.¶ ³
Secn(V m

2 ) = V (In+2(Ω)) (n ≥ 0).

• Main Theorem.

未解決だったch(k) = 2の部分を証明した.

• Application.

ch(k) = 2において, 1次元の場合に成り立つrankと次数付きBetti数の関係が,

高次元で成り立たない例を与えた.

µ ´
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以上です. ありがとうございました.
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8 定理の証明に関して

Lemma 1.¶ ³
Secn(V m

2 ) ⊆ V (In+2(Ω)) (n ≥ 0).µ ´
Lemma 2.¶ ³

R = (rij) ∈ V (I3(Ω)) ⊂ PN ,

(i) ∃i, rii ̸= 0 ⇒ ∃P ∈ V m
2 ,∃Q ∈ V m

2 s.t. R ∈ ⟨P,Q⟩.

(ii) ∀i, rii = 0 ⇒ ∃P ∈ Pm s.t. R ∈ TP V m
2 ⊆ Tan(V m

2 ) = Sec(V m
2 ).µ ´

Lemma 3.¶ ³
R = (rij) ∈ V (In+2(Ω)) ⊂ PN , n ≥ 2,

(i) ∃i, rii ̸= 0 ⇒ ∃P ∈ V m
2 , ∃Q ∈ Secn−1(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.

(ii) ∀i, rii = 0 ⇒ ∃P ∈ Tan(V m
2 ) , ∃Q ∈ Secn−2(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.µ ´



9 d = 3についての予想

Conjecture.¶ ³
Secn(V m

3 ) = V (In+2(Cat(1, 3 − 1; m + 1))).

但し, Cat(1, 3 − 1; m + 1)はCatalecticant matricesのこと.µ ´
ch(k) = 0, n = 1ならこれは正しいことが知られている.

Cat(1, 3 − 1; 2 + 1) :=

 Z300 Z210 Z201 Z120 Z111 Z102

Z210 Z120 Z111 Z030 Z021 Z012

Z201 Z111 Z102 Z021 Z012 Z003

 ,

Z := (Z300 : Z210 : Z201 : Z120 : Z111 : Z102 : Z030 : Z021 : Z012 : Z003) ∈ P9.


