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Abstract

　本論文は,任意標数の代数閉体上でVeronese varietyの n-secant varietyが,ある対称行列の (n+2)×(n+2)

小行列式全体の零点集合になることを示したものである. これは char(k) ̸= 2の場合では知られている結果で

あり, 新しい結果は char(k) = 2に対してである. 但し, 証明は任意標数で与えている.

1 Introduction

本論文の扱う Veronese variety V m
2 とは, Pm の 2-uple embeddingの像のことである. smooth projective

variety X に対して n-secant variety Secn(X)とは, X の n + 1点で張られる線形部分空間のすべての和集合

の Zariski 閉包をとった varietyのことである. 特に n = 1の時は, secant varietyといい Sec(X)と書く.

　 Secant varietyの一つの応用として, smooth projective variety X ⊂ PN における一般の点 P ∈ PN \ X

からの射影 πP を考える. このとき X と πP (X)が同型となるのは, 点 P が Sec(X)に含まれていないことが

必要十分であるということが良く知られている. したがって, Sec(X)の定義イデアルが分かれば, 同型を与え

る射影の点を具体的に与えることができる.

　一般の smooth projective variety に対して, secant variety の定義イデアルの具体的な記述は知られて

いないが, いくつかの variety に関してはその定義イデアルが知られている. char(k) = 0 をみたす基礎

体 k 上の Veronese variety V m
2 もそのひとつであり, I(Sec(V m

2 )) は斉次座標に対応するある対称行列 Ω

のすべての 3 × 3 小行列式で生成されるイデアルとなることが知られている. これを零点集合で書けば,

Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω))である. char(k) > 0の V m

2 に対しても Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω))が得られることが期待

される. 実際 R. Gattazzo [2]には, char(k) ̸= 2に対しても Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω))が成り立つことが示され

ている. さらに [2]は, char(k) = 2の時 Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω))が成り立たないとして反例も挙げてある. しか

し, 実際この例は secant lineにのらないが, tangent lineにのることが分かり, 反例にはなっていないことが

分かる (この考察に関しては, 4.2参照). そこで tangent lineまで含めて議論すれば, char(k) = 2の時に関し

ても Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω))が成りたつのではないかと考えた. 本論文の主結果は以下の通り:

Main Theorem. char(k) ≥ 0, V m
2 ⊂ PN :=(m+2

2 )−1 を Veronese variety とする. この時, n ≥ 0に対して,

Secn(V m
2 ) = V (In+2(Ω))

が成り立つ. 但し, Ωは PN の斉次座標に対応する対称行列で, PN の斉次座標を,

Z = (Z00 : Z01 : Z02 : · · · : Zij : · · · : Zm−1m : Zmm) ∈ PN (0 ≤ i ≤ j ≤ m),

と書いたとき,

Ω(Z) :=


Z00 Z01 Z02 · · · Z0m

Z10 Z11 Z12 · · · Z1m

Z20 Z21 Z22 · · · Z2m

...
...

...
. . .

...
Zm0 Zm1 Zm2 · · · Zmm

 (但し, Zji = Zij)

と表す. また It(Ω)は Ωのすべての t × t小行列式で生成されるイデアル.

2



主定理の secant variety に関する新しい結果は, char(k) = 2の時のみであるが, 証明は任意標数で与えてい

るところがポイントである. また主定理は secant variety だけでなく higher secant varietyに関しても小行

列式で定義イデアルを記述できることを言及している.

　実は char(k) ̸= 2の時, Sec(V m
2 )と閉包を取る前の集合 Sec◦(V m

2 )が一致していることが, [2]の証明を見

ればわかる (Remark 3.4). しかし, char(k) = 2の時ではこれらは一致していない. この char(k) = 2特有の

現象がこの定理を示す上での問題となっている. 定理の証明では, Ω の対角成分に注目し, secant variety と

tangent varietyの双方を見ることで任意標数における証明を与えることができた. また主定理の応用として,

char(k) = 2において 1次元の場合に成り立つ rankと次数付き Betti数の関係が, 高次元で成り立たない例を

与えた. 最後に主定理の次数に関する予想を書いた.

2 Definition and notation

2.1 Definition

基礎体 k は代数閉体とし, 特に断らない限り char(k) ≥ 0とする.

Definition 2.1 (Veronese variety). ν2 : Pm −→ PN :=(m+2
2 )−1; (x0 : x1 : · · · : xm) 7−→ (x2

0 : x0x1 : x0x2 :

· · · : x2
m)と書くとき, その像 V m

2 := ν2(Pm)と書き, Veronese varietyという.

Definition 2.2 (Higher secant variety). X ⊆ PN を smooth projective variety とする. X の n-secant

variety Secn(X)とは, X の n + 1点で張られ線形部分空間の和集合 Secn(X)◦ の PN における Zariski 閉包

である.すなわち,

Secn(X) := Secn(X)◦ ⊆ PN , Secn(X)
◦

:=
∪

x0, ... ,xn∈X

⟨x0, . . . , xn⟩.

但し, ⟨x0, . . . , xn⟩は x0, . . . , xn で張られる線形部分空間. 特に n = 1の時は Sec(X) := Sec1(X)と書き,

X の secant varietyという.

X,Y ⊆ PN を smooth projective varietyとする. この時,

Sec(X, Y )◦ := {z ∈ PN | z ∈ ⟨x, y⟩, x ∈ X, y ∈ Y, x ̸= y}

と定義する. 特に X = Y の時 Sec(X) = Sec(X, X)◦ ⊆ PN である.

Definition 2.3 (Tangent variety). X ⊆ PN を smooth projective varietyとする. X の tangent variety

とは,
Tan(X) :=

∪
P∈X

TP X.

但し, TP X は P ∈ X における X の projective tangent space.

2.2 Notation

Notation 2.4. V m
2 ⊂ PN=(m+2

2 )−1 を考える上で, 斉次座標

Z = (Z00 : Z01 : Z02 : · · · : Zij : · · · : Zm−1m : Zmm) (0 ≤ i ≤ j ≤ m)
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とおいて,

Ω(Z) :=


Z00 Z01 Z02 · · · Z0m

Z10 Z11 Z12 · · · Z1m

Z20 Z21 Z22 · · · Z2m

...
...

...
. . .

...
Zm0 Zm1 Zm2 · · · Zmm

 (但し, Zji = Zij)

と表すことで, PN の斉次座標を (m + 1)× (m + 1)対称行列で書くことができる. 以下, Ωはこの斉次座標に

対応する行列を表し, PN の任意の点もこれに基づいて行列表示を適宜考えることにする.

Notation 2.5. Rを単位的可換環, Rを成分として持つ行列 Aに対して,

It(A) := ⟨Aの t × t小行列全体 ⟩ (R上で生成されるイデアル)

と書くことにする. また V (It(Ω)) := {Z = (Z00 : · · · : Zmm) ∈ PN | Ω(Z)のすべての t × t小行列式が 0}
である.

3 Preliminaries

3.1 Veronese variety

Proposition 3.1. char(k) ≥ 0に対して,

V m
2 = V (I2(Ω)).

これは良く知られているが, 適当な参考文献が無いので証明を与える.

Proof. (⊆) R ∈ V m
2 とすると, ある (x0 : x1 : · · · : xm) ∈ Pm が存在して, ν2(x0 : x1 : · · · : xm) = R ∈ PN

とかける. なので, Rに対応する行列は,

R =


x2

0 x0x1 x0x2 · · · x0xm

x1x0 x2
1 x1x2 · · · x1xm

x2x0 x2x1 x2
2 · · · x2xm

...
...

...
. . .

...
xmx0 xmx1 xmx2 · · · x2

m


となる. この行列の任意の 2 × 2小行列式は,∣∣∣∣ xi1xj1 xi1xj2

xi2xj1 xi2xj2

∣∣∣∣ = xi1xj1xi2xj2 − xi1xj2xi2xj1 = 0 (0 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ m)

よって,
R ∈ V (I2(Ω)).

(⊇) 任意の R = (rij) ∈ V (I2(Ω))に対して, もし 任意の iに対して rii = 0とすると, 対称性より rij = rji

にであることに注意すれば,

0 =
∣∣∣∣ rii rij

rji rjj

∣∣∣∣ = r2
ij (0 ≤ i < j ≤ m)
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なので, rij = 0となり R ∈ PN に反する. よってある iが存在して rii ̸= 0. 対称性より, r00 ̸= 0と仮定して

も一般性を失わない.

0 =
∣∣∣∣ r00 r0j

ri0 rij

∣∣∣∣ = r00rij − r0ir0j (0 ≤ i < j ≤ m)

である. そこで (r00 : r01 : · · · : r0m) ∈ Pm とおくと,

ν2((r00 : r01 : · · · : r0m)) = (r0ir0j){0≤i≤j≤m} = (r00rij){0≤i≤j≤m} = R ∈ PN .

よって,
R ∈ V m

2 .

Proposition 3.2. Sec(V m
2 ) = Tan(V m

2 ).

proof. F. L. Zak [11]など.

3.2 Remarks on characteristic two

Proposition 3.3 (R. Gattazzo(1984) [2]).

(i) char(k) ≥ 0に対して,
Sec(V m

2 ) ⊆ V (I3(Ω)).

(ii) char(k) ̸= 2に対して,
Sec(V m

2 ) = V (I3(Ω)).

Proof. (i) Claim [Sec(V m
2 )◦ ⊆ V (I3(Ω)).]

これが示されれば, 両辺の閉包をとることで (i) が従う. よって Claim を示す. 任意の R = (rij) ∈
Sec(V m

2 )◦ ⊂ PN に対して, 2 点を結ぶ line 上の点なので, ある A = (aij), B = (bij) ∈ V m
2 が存在して,

R = αA + βB (α, β ∈ k×)とかける. 各成分をみると,

rij = αaij + βbij

となっている. Rの 3 × 3の小行列式を見ると,∣∣∣∣∣∣
ri1j1 ri1j2 ri1j3

ri2j1 ri2j2 ri2j3

ri3j1 ri3j2 ri3j3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
αai1j1 + βbi1j1 αai1j2 + βbi1j2 αai1j3 + βbi1j3

αai2j1 + βbi2j1 αai2j2 + βbi2j2 αai2j3 + βbi2j3

αai3j1 + βbi3j1 αai3j2 + βbi3j2 αai3j3 + βbi3j3

∣∣∣∣∣∣
= α3

∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 ai1j3

ai2j1 ai2j2 ai2j3

ai3j1 ai3j2 ai3j3

∣∣∣∣∣∣ + β3

∣∣∣∣∣∣
bi1j1 bi1j2 bi1j3

bi2j1 bi2j2 bi2j3

bi3j1 bi3j2 bi3j3

∣∣∣∣∣∣
+ α2β

∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 bi1j3

ai2j1 ai2j2 bi2j3

ai3j1 ai3j2 bi3j3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
ai1j1 bi1j2 ai1j3

ai2j1 bi2j2 ai2j3

ai3j1 bi3j2 ai3j3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
bi1j1 ai1j2 ai1j3

bi2j1 ai2j2 ai2j3

bi3j1 ai3j2 ai3j3

∣∣∣∣∣∣


+ αβ2

∣∣∣∣∣∣
bi1j1 bi1j2 ai1j3

bi2j1 bi2j2 ai2j3

bi3j1 bi3j2 ai3j3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
bi1j1 ai1j2 bi1j3

bi2j1 ai2j2 bi2j3

bi3j1 ai3j2 bi3j3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
ai1j1 bi1j2 bi1j3

ai2j1 bi2j2 bi2j3

ai3j1 bi3j2 bi3j3

∣∣∣∣∣∣
 .
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分解したすべての行列式には少なくとも 2 つの A,B の列ベクトルを含むことに注意する. 一方 A, B ∈
V m

2 = V (I2(Ω))であったので, A, B の 2 × 2小行列式は 0である. よって Rの 3 × 3の小行列式は 0. すな

わち, R ∈ V (I3(Ω)).

(ii) Claim [char(k) ̸= 0の時, Sec(V m
2 )◦ ⊇ V (I3(Ω)).]

proof. 任意の R = (rij) ∈ V (I3(Ω))に対して, Rの rankは 1または 2であり, Rは対称行列なので直行行

列を用いた対角化を考える.

(a) rank(R)=1の時, 明らかに, R ∈ V (I2(Ω)) = V m
2 ⊂ Sec(V m

2 )◦.

(b) rank(R)=2の時, ある可逆な直行行列 P ∈ GLk(m + 1)が存在して,

PR tP =

 a 0 0
0 b 0
0 0 0

 (a, b ∈ k×)

とかける. よって,

A + B := P−1

 a 0 0
0 0 0
0 0 0

 tP−1 + P−1

 0 0 0
0 b 0
0 0 0

 tP−1 = R

とおけば, A, B は rank 1の対称行列なので A, B ∈ V (I2(Ω)) = V m
2 となり, R ∈ Sec(V m

2 )◦.

Remark 3.4. 上の証明より, char(k) ̸= 2であれば特に

Sec(V m
2 )◦ = V (I3(Ω)).

またより一般に, char(k) ̸= 2に対して,

Secn(V m
2 )◦ = V (In+2(Ω)) (n ≥ 1)

が成り立つ. (⊆)については, Lemma 4.2, 逆も Proposition 3.3の証明を拡張するだけである.

Remark 3.5.

R. Gattazzo(1984) [2, p. 225]には, 以下のような注意が書いてある.

NOTE 2 もし標数が 2の時, (ii)は成り立たない. m = 2でその反例があり,

R := (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ∈ V (I3(Ω)) \ Sec(V 2
2 )

となっている.

しかし, 実際にはこれは誤りであり, Rは tangent lineに載り, R ∈ Sec(V 2
2 )である.

Proposition 3.6. R = (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P5 に対して,

(i) char(k) = 2の時, R ∈/ Sec(V 2
2 , V 2

2 )◦.

(ii) char(k) ̸= 2の時, R ∈ Sec(V 2
2 , V 2

2 )◦.

(iii) char(k) = 2の時, R ∈ T(1:0:0:0:0:0)V
2
2 (V 2

2の (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)における tangent space).

Proof. (i) 背理法で示す. もし, ある P := (x0 : x1 : x2), Q := (y0 : y1 : y1) ∈ P2 が存在して R ∈
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⟨ν2(P ), ν2(Q)⟩とすると, α, β ∈ k× に対して, αx2
0 + βy2

0 αx0x1 + βy0y1 αx0x2 + βy0y2

αx0x1 + βy0y1 αx2
1 + βy2

1 αx1x2 + βy1y2

αx0x2 + βy0y2 αx1x2 + βy1y2 αx2
2 + βy2

2

 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0


であるが, P5の第 1成分から 0 = αx2

0 +βy2
0 =

√
αx0 +

√
βy0 (char(k) = 2), 第 4成分から 0 = αx2

1 +βy2
1 =

√
αx1 +

√
βy1 なので, x0 =

√
α√
β
y0, x1 =

√
α√
β
y1 となる. しかし, 第 2 成分より 1 = αx0x1 + βy0y1 =

αx0x1 + αx0x1 = 2αx0x1 = 0となり, 矛盾する.

(ii) char(k) ̸= 2の時は, 例えば

P := (1 : 1 : 0), Q := (i : −i : 0) ∈ P2

とおけば, ν2(P ), ν2(Q)に対応する行列の和は, 1 1 0
1 1 0
0 0 0

 +

 −1 1 0
1 −1 0
0 0 0

 =

 0 2 0
2 0 0
0 0 0

 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ∈ P5.

よって,
R ∈ ⟨ν2(P ), ν2(Q)⟩

(iii) ν : P2 −→ P5; (x0 : x1 : x2) 7−→ (x2
0 : x0x1 : x0x2 : x2

1 : x1x2 : x2
2)の x0 におけるアフィン化を考え,

その微分を考えると,

dν(X) :=

 ν(X)
∂ν(X)

∂x1
∂ν(X)

∂x2

 =

 1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

0 1 0 2x1 x2 0
0 0 1 0 x1 2x2

 ≈

 1 0 0 x2
1 x1x2 x2

2

0 1 0 0 x2 0
0 0 1 0 x1 0

 .

≈の部分は, 二行目, 三行目の −x1,−x2 倍を一行目に足す, 行変形である. また標数 2であることも使ってい

ることに注意しておく.

ここで, T := (0 : 1 : 0) ∈ P2, P := (1, 0, 0) ∈ {x0} × A2 とおくと,

R = (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) = T · dν(P ) ∈ P5

となるので, ν2(P ) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)より,

R ∈ T(1:0:0:0:0:0)V
2
2 .

Remark 3.7. Proposition 3.6より, char(k) = 2ならば, Sec(V 2
2 ) ̸= Sec(V 2

2 )◦ である. より一般に,

char(k) = 2, Sec(V m
2 ) ̸= Sec(V m

2 )◦ (m ≥ 2)

である. これは,

R0 :=


0 1 0 · · · 0
1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · 0
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とおくと, R0 ∈/ Sec(V m
2 ) \ Sec(V m

2 )◦ となる. R0 ∈/ Sec(V m
2 )◦ は Proposition 3.6 と同様である. R0 ∈

Sec(V m
2 )は後述の Lemma 4.3参照.

3.3 Key lemma

次の補題は, A. Micali, O. E. Villamayor [8] の特別な場合である.

Lemma 3.8. R:単位的可換環, X = (xij){0≤i,j≤m} : (m + 1) × (m + 1) 対称行列 で成分が Rのものとす

る.このとき,

(a) x00 ∈ R× の時, ある A:可逆行列 が存在して,

(i)

tAXA :=


x00 0 · · · 0
0
... Y
0

 .

ここで, Y = (yij) : m × m 対称行列で成分は以下で与えられる.

yij = xij − xi0x0jx
−1
00 (1 ≤ i, j ≤ m).

(ii)
It(Y ) ⊆ It+1(X) (1 ≤ t ≤ m).

[8]には, 等号成立も主張されている.

(b) x00x11 − x01x10 ∈ R× の時, ある B:可逆行列 が存在して,

(i)

tBXB :=


x00 x01 0 · · · 0
x10 x11 0 · · · 0
0 0
...

... Z
0 0

 .

ここで, Z = (zij) : (m − 1) × (m − 1) 対称行列で成分は以下で与えられる.

zij = xij − x0jβ0i − x1jβ1i (2 ≤ i, j ≤ m).

但し,

β0i :=
x11xi0 − x01xi1

x00x11 − x01x10
, β1i :=

x00xi1 − x10xi0

x00x11 − x01x10
(2 ≤ i ≤ m).

(ii)
It(Z) ⊆ It+2(X) (1 ≤ t ≤ m − 1).

[8]には, 等号成立も主張されている.
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(a)-(i)

proof.

A :=


1 −x01x

−1
00 · · · −x0mx−1

00

0 1 0
...

. . .
0 0 1


とおくと,

tAXA =


1 0 · · · 0

−x01x
−1
00 1 0

...
. . .

−x0mx−1
00 0 1




x00 x01 · · · x0m

x10 x11 · · · x1m

...
. . .

xm0 xm1 · · · xmm

 A

=


x00 x01 · · · x0m

0 x11 − x10x01x
−1
00 · · · x1m − x10x0mx−1

00
...

...
. . .

...
0 xm1 − xm0x01x

−1
00 · · · xmm − xm0x0mx−1

00




1 −x01x
−1
00 · · · −x0mx−1

00

0 1 0
...

. . .
0 0 1



=


x00 0 · · · 0
0 x11 − x10x01x

−1
00 · · · x1m − x10x0mx−1

00
...

...
. . .

...
0 xm1 − xm0x01x

−1
00 · · · xmm − xm0x0mx−1

00


となり, (i)は良い.

(a)-(ii) Claim[ It(Y ) ⊆ It+1(X) (1 ≤ t ≤ m). ]

proof. Y の t × t 次小行列式は, (0 ≤ i1 < i2 < · · · < it ≤ m, 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jt ≤ m) に

対して以下のようになり, 線形和で分解していく. 但しボールド体は対応する列ベクトルを表す, つまり

xij = t(xi1j , xi2j , . . . , xitj)である.

|yisjs |{1≤s≤t} =
∣∣ xij1 − xi0x0j1x

−1
00 xij2 − xi0x0j2x

−1
00 · · · xijt − xi0x0jtx

−1
00

∣∣
=

∣∣ xij1 xij2 · · · xijt

∣∣ +
t∑

l=1

∣∣ xij1 xij2 · · · (−x0jl
x−1

00 )xi0 · · · xijt

∣∣
+

∑
1≤l<k≤t

∣∣ xij1 xij2 · · · (−x0jl
x−1

00 )xi0 · · · (−x0jk
x−1

00 )xi0 · · · xijt

∣∣ + · · ·

=
∣∣ xij1 xij2 · · · xijt

∣∣ +
t∑

l=1

(−x0jl
x−1

00 )
∣∣ xij1 · · · xijl−1 xi0 xijl+1 · · · xijt

∣∣
=

∣∣ xij1 xij2 · · · xijt

∣∣ +
t∑

l=1

x0jl
x−1

00 (−1)l
∣∣ xi0 xij1 · · · xijl−1 xijl+1 · · · xijt

∣∣
となる. 2つ目の等号では, 3つ目以降の項では同じ列ベクトルを二つ以上必ず持つので 0となることを使い,

3つ目の等号では, l 行目を 1行目に移す置換を行っていることに注意する. 次に X の (t + 1) × (t + 1)とし

て以下をとり, 1行目で余因子展開すれば,∣∣∣∣ x00 x0j1 · · · x0jt

xi0 xij1 · · · xijt

∣∣∣∣ = (−1)1+1x00

∣∣ xij1 xij2 · · · xijt

∣∣
+

t∑
l=1

(−1)1+(l+1)x0jl

∣∣ xi0 xij1 · · · xijl−1 xijl+1 · · · xijt

∣∣
9



となり, この二つの小行列式は x00 ∈ R× 倍を除いて一致している. よって,

It(Y ) ⊆ It+1(X) (1 ≤ t ≤ m).

(b)-(i)

proof.

B :=


1 0 −β02 · · · −β0m

0 1 −β12 · · · −β1m

0 0 1 0
...

...
. . .

0 0 0 1

 .

但し,

d := x00x11 − x01x10, β0i := (x11x0i − x01x1i)d−1, β1i := (x00x1i − x10x0i)d−1

とおくと,

tBXB =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

−β02 −β12 1 0
...

...
. . .

−β0m −β1m 0 1




x00 x01 x02 · · · x0m

x10 x11 x12 · · · x1m

x20 x21 x22 · · · x2m

...
...

. . .
xm0 xm1 x01 · · · xmm

B

=


x00 x01 x02 · · · x0m

x10 x11 x12 · · · x1m

0 0 x22 − x02β02 − x12β12 · · · x2m − x0mβ02 − x1mβ12

...
...

...
. . .

...
0 0 xm2 − x02β0m − x12β1m · · · xmm − x0mβ0m − x1mβ1m




1 0 −β02 · · · −β0m

0 1 −β12 · · · −β1m

0 0 1 0
...

...
. . .

0 0 0 1



=


x00 x01 0 · · · 0
x10 x11 0 · · · 0
0 0 x22 − x02β02 − x12β12 · · · x2m − x0mβ02 − x1mβ12

...
...

...
. . .

...
0 0 xm2 − x02β0m − x12β1m · · · xmm − x0mβ0m − x1mβ1m


となり, (i)は良い.

(b)-(ii) Claim[ It(Z) ⊆ It+2(X) (1 ≤ t ≤ m − 1). ]

proof. Z の t × t次小行列式 |zikjl
|は, 0 ≤ i1 < i2 < · · · < it ≤ m, 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jt ≤ mに対して

以下のようになり, 線形和で分解していくことを考える. 但しボールド体は対応する列ベクトルを表す, つまり

xij = t(xi1j , xi2j , . . . , xitj)である.

|zijs |{1≤s≤t} = |xijs − x0jsβ0i − x1jsβ1i|{1≤s≤t}

=
∣∣xijs − x0js(x11xi0 − x01xi1)d−1 − x1js(x00xi1 − x10xi0)d−1

∣∣
{1≤s≤t}

=
∣∣xijs + (x10x1js − x11x0js)xi0d

−1 + (x01x0js − x00x1js)xi1d
−1

∣∣
{1≤s≤t}

= |xijs |{1≤s≤t}

10



+
t∑

k=1

(x10x1jk
− x11x0jk

)d−1 |
k

xij1 · · · xi0 · · · xijt |

+
t∑

l=1

(x01x0jl
− x00x1jl

)d−1
∣∣ l

xij1 · · · xi1 · · · xijt

∣∣
+

∑
1≤k<l≤t

(x10x1jk
− x11x0jk

)(x01x0jl
− x00x1jl

)d−2
∣∣ k l

xij1 · · · xi0 · · · xi1 · · · xijt

∣∣
+

∑
1≤l<k≤t

(x10x1jk
− x11x0jk

)(x01x0jl
− x00x1jl

)d−2
∣∣ l k

xij1 · · · xi1 · · · xi0 · · · xijt

∣∣
= |xijl

|{1≤l≤t}

+
t∑

k=1

(x10x1jk
− x11x0jk

)d−1(−1)k−1
∣∣ xi0 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k}

+
t∑

l=1

(x01x0jl
− x00x1jl

)d−1(−1)l−1
∣∣ xi1 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=l}

+
∑

1≤k<l≤t

(x00x11x0jk
x1jl

+ x10x01x0jl
x1jk

− x00x10x0jl
x1jk

− x11x01x0jk
x0jl

)d−2(−1)(k−1)+(l−2)

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

+
∑

1≤l<k≤t

(x00x11x0jl
x1jk

+ x10x01x0jk
x1jl

− x00x10x0jk
x1jl

− x11x01x0jl
x0jk

)d−2(−1)(k−1)+(l−1)

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

= |xijs |{1≤s≤t}

+
t∑

k=1

(x10x1jk
− x11x0jk

)d−1(−1)k−1
∣∣ xi0 · · · xijs

· · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k}

+
t∑

l=1

(x01x0jl
− x00x1jl

)d−1(−1)l−1
∣∣ xi1 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=l}

+
∑

1≤k<l≤t

(x0jk
x1jl

)d−1(−1)(k+l−3)
∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

+
∑

1≤l<k≤t

(x0jk
x1jl

)d−1(−1)(k+l−2)
∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l} .

4つ目の等号は, xi0, xi1, xijs に注目して, 線形和で行列式を分解している. xi0, xi1 それぞれを 2つ以上含

む場合は, 従属して行列式が 0になっていることに注意する. 5つ目の等号は, k 行目を 1行目へ l行目を 2行

目へ移す置換を行っている. 6つ目の等号は, 後ろの 2項で x00x10x0jk
x1jl

と x11x01x0jl
x0jk

がそれぞれで打

ち消し合い, x00x11x0jl
x1jk

と x10x01x0jk
x1jl

を合わせて, d倍の x0jk
x1jl

が出てくることに注意する. 一方

X の (t + 2) × (t + 2)行列式として, 以下を取り 1, 2行目で余因子展開すると,∣∣∣∣∣∣
x00 x01 x0j1 · · · x0jt

x10 x11 x1j1 · · · x1jt

xi0 xi1 xij1 · · · xijt

∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1x00(−1)1+1x11 |xijs |{1≤s≤t} + (−1)1+2x01(−1)1+1x10 |xijs |{1≤s≤t}
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+
t∑

k=1

{(−1)1+2x01(−1)1+(k+1)x1jk
+ (−1)1+(k+2)x0jk

(−1)1+2x11}
∣∣ xi0 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k}

+
t∑

l=1

{(−1)1+(l+2)x0jl
(−1)1+1x10 + (−1)1+1x00(−1)1+(l+1)x1jl

}
∣∣ xi1 · · · xijs

· · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=l}

+
∑

1≤k<l≤t

(−1)1+(l+2)x0jk
(−1)1+(k+1)x1jl

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

+
∑

1≤l<k≤t

(−1)1+(l+2)x0jk
(−1)1+(k+2)x1jl

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

= d |xijs |{1≤s≤t}

+
t∑

k=1

(x01x1jk
− x0jk

x11)(−1)l+5
∣∣ xi0 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k}

+
t∑

l=1

(x0jl
x10 − x00x1jl

)(−1)l+3
∣∣ xi1 · · · xijs · · ·

∣∣
{1≤s≤t, s ̸=l}

+
∑

1≤k<l≤t

(−1)k+l+5x0jk
x1jl

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

+
∑

1≤l<k≤t

(−1)k+l+6x0jk
x1jl

∣∣ xi0 xi1 · · · xijs · · ·
∣∣
{1≤s≤t, s ̸=k,l}

となる. この二つは, d ∈ R× 倍で一致している. よって,

It(Z) ⊆ It+2(X) (1 ≤ t ≤ m − 1).

4 Main theorem

Main Theorem 4.1. char(k) ≥ 0, V m
2 を Veronese variety とする. この時, n ≥ 0に対して,

Secn(V m
2 ) = V (In+2(Ω)).

が成り立つ.

Main Theoremは, 以下の Lemma 4.2, 4.3, 4.5から従う.

Lemma 4.2.
Secn(V m

2 ) ⊆ V (In+2(Ω)) (n ≥ 0)

Proof. Claim [Secn(V m
2 )◦ ⊆ V (In+2(Ω)) (n ≥ 1).]

これが示されれば, 両辺の閉包をとることで Lemma が従う, n = 0 は Proposition 3.1. よって Claim を示

す. 任意の R = (rij) ∈ Secn(V m
2 )◦ ⊂ PN に対して, n + 1 点で張られる線型部分空間上の点なので, ある

A1 = (a1
ij), . . . , An+1 = (an+1

ij ) ∈ V m
2 が存在して, R =

∑n+1
l=1 αlAl (αl ∈ k×)とかける. 各成分をみると,

rij =
n+1∑
l=1

αla
l
ij

12



となっている. Rの (n + 2) × (n + 2)の小行列式を見ると, (但しボールド体の文字は, 対応する (n + 2)列ベ

クトルを表す.)∣∣ rj1 rj2 · · · rjn+2

∣∣ =
∣∣∣ ∑n+1

l=1 αlal
j1

∑n+1
l=1 αlal

j2
· · ·

∑n+1
l=1 αlal

jn+2

∣∣∣
=

∑
1≤l1,l2,...,ln+2≤n+1

αl1 · · ·αln+2

∣∣∣ al1
j1

al2
j2

· · · aln+2
jn+2

∣∣∣ .

ここで {1 ≤ l1, l2, . . . , ln+2 ≤ n + 1}は少なくとも二つは同じ元を含むので, |al1
j1

al2
j2

· · · aln+2
jn+2

|は, 少な

くとも二つ同じ Al の列ベクトルを含む. 一方, Al ∈ V m
2 = V (I2(Ω))であったので, Al の 2× 2小行列式は 0

である. よって,
|rj1 rj2 · · · rjn+2 | = 0.

すなわち, R ∈ V (In+2(Ω)).

よって以下は,
V (In+2(Ω)) ⊆ Secn(V m

2 ) (n ≥ 1).

だけ示す.

4.1 Secant variety

Lemma 4.3. R = (rij) ∈ V (I3(Ω)) ⊂ PN に対して,

(i) ある iが存在して rii ̸= 0の時,

∃P ∈ V m
2 ,∃Q ∈ V m

2 s.t. R ∈ ⟨P,Q⟩.

(ii) 任意の iに対して rii = 0の時,

∃P ∈ Pm s.t. R ∈ TP V m
2 ⊆ Tan(V m

2 ) = Sec(V m
2 ).

特に,
V (I3(Ω)) ⊆ Sec(V m

2 ).

Lemma 3.8 (i)からも分かる. Lemma 3.8を使った証明は後述の Lemma 4.5参照. この部分に関しては本

質的に同じ証明である.

(i) ある iが存在して rii ̸= 0の時,

proof. 対称性より, r00 ̸= 0と仮定して良い.

P := (ri0r0j) ∈ PN , Q = (r00rij − ri0r0j) ∈ PN (0 ≤ i, j ≤ m).

とおくと, 明らかに R = P + Q ∈ PN . である.

Claim [P ∈ V m
2 , Q ∈ V m

2 .]

P ∈ V m
2 については, 各 2からm+1行目は, r00 ∈ k×より, 1行目に従属していることから, P ∈ V (I2(Ω)) =

V m
2 である. Q ∈ V m

2 については, Qの任意の 2 × 2小行列式は, 0 ≤ i < k ≤ m, 0 ≤ j < l ≤ mに対して,∣∣∣∣ r00rij − ri0r0j r00ril − ri0r0l

r00rkj − rk0r0j r00rkl − rk0r0l

∣∣∣∣
13



=
∣∣∣∣ r00rij r00ril

r00rkj r00rkl

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ r00rij −ri0r0l

r00rkj −rk0r0l

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ −ri0r0j r00ril

−rk0r0j r00rkl

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ −ri0r0j −ri0r0l

−rk0r0j −rk0r0l

∣∣∣∣
= (r00)2

∣∣∣∣ rij ril

rkj rkl

∣∣∣∣ + (−1)r00(−r0l)
∣∣∣∣ ri0 rij

rk0 rkj

∣∣∣∣ + r00(−r0j)
∣∣∣∣ ri0 ril

rk0 rkl

∣∣∣∣ .

とかける. 一方, R ∈ V (I3(Ω))より,

0 =

∣∣∣∣∣∣
r00 r0j r0l

ri0 rij ril

rk0 rkj rkl

∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1r00

∣∣∣∣ rij ril

rkj rkl

∣∣∣∣ + (−1)1+2r0j

∣∣∣∣ ri0 ril

rk0 rkl

∣∣∣∣ + (−1)1+3r0l

∣∣∣∣ ri0 rij

rk0 rkj

∣∣∣∣
= r−1

00 |Q|2.

よって, Q ∈ V (I2(Ω)) = V m
2 .

(ii) 任意の i対して rii = 0の時,

proof. R ∈ PN より, ある i, j が存在して rij ̸= 0. 対称性より, r01 ̸= 0 としても一般性を失わない. なので

r01 = 1とする.

T0 := (r00 : r01 : . . . : r0m−1 : r0m) ∈ Pm, Q′ := (1, r11, r12, . . . , r1m) ∈ Am.

とおく. このとき,

Claim [R = T · dν(Q′).]

ν : Pm −→ PN ; (x0 : x1 : x2 : · · · : xm) 7−→ (x2
0 : x0x1 : x0x2 : · · · : x2

m)の x0 におけるアフィン化を考え,

その微分 dν(X)を考えると,

ν(X)
νx1(X)

...
νxi(X)

...
νxj (X)

...
νxm(X)


=



1 x1 · · · xi · · · xm

0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 · · ·

2x1 · · ·
...

. . .
0 · · ·
...

. . .
0 · · ·
...

. . .
0 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2
i · · · xixj · · · x2

m

0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

2xi · · · xj · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · xi · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 2xm



≈



1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x2
1 · · ·

2x1 · · ·
...

. . .
0 · · ·
...

. . .
0 · · ·
...

. . .
0 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x2
i · · · −xixj · · · −x2

m

0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

2xi · · · xj · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · xi · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 2xm


となる. ≈ の部分は, i + 1 行目の −xi 倍を 1 行目に足す行変形である. T := (t0 : t1 : t2 : · · · : tm), X :=
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(x0 = 1, x1, x2, . . . , xm)に対して,

(Z00 : Z01 : Z02 : · · · : Zm−1m : Zmm) := T · dν(X) ∈ PN

とおくと,{
Z0i = ti (0 ≤ i ≤ m),
Zij = −t0xixj + tixj + tjxi (0 < i ≤ j ≤ m).

これに先ほどの,

T0 := (r00 : r01 : . . . : r0m−1 : r0m) ∈ Pm, Q′ := (1, r11, r12, . . . , r1m) ∈ Am.

を代入すると,{
Z0i = r0i (0 ≤ i ≤ m),
Zij = r0ir1j + r0jr1i (0 < i ≤ j ≤ m).

ここで, R ∈ V (I3(Ω))より, rii = 0に注意すれば,

0 =

∣∣∣∣∣∣
r00 r01 r0j

r10 r11 r1j

ri0 ri1 rij

∣∣∣∣∣∣ = r01ri1r0j + ri0r1jr10 − r01r10rij

なので, r01 = r10 = 1より, rij = ri1r0j + r1jr0i なので,

Zij = ri0r1j + r0jri1 = rij (0 < i ≤ j ≤ m)

よって,
R = T · dν(Q′) ∈ PN

となる.
∃P ∈ Pm s.t. R ∈ TP V m

2 .

Remark 4.4. char(k) = 2の時, 任意の iに対して rii = 0となっている場合の Rを V m
2 の二点の”極限”の

形で表すこともできる. ここで言っている”極限”とは, 特殊化 (specialization)のこと. 定義は [5]参照.

証明の時と同様に r01 = 1と仮定する.

Q := (r01 : r11 : r12 : · · · : r1i : · · · : r1m),
Q(t) := (r01 + r00t : r11 + r01t : r12 + r02t : · · · : r1i + r0it : · · · : r1m + r0mt)

とおくと, Q(t) ; Q(特殊化)である. まず R ∈ V (I3(Ω))より,

0 =

∣∣∣∣∣∣
r00 r01 r0j

r10 r11 r1j

ri0 ri1 rij

∣∣∣∣∣∣ = r01ri1r0j + ri0r1jr10 − r01r10rij = ri1r0j + ri0r1j − rij .

よって,
rij = ri1r0j + ri0r1j .
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一方, ν2(Q), ν2(Q(t))のに対応する行列の和は,

(r1ir1j) + (r1i + r0it)(r1j + r0jt) = 2r1ir1j + (r1ir0j + r0ir1j + r0ir0jt)t
= r1ir0j + r0ir1j + r0ir0jt

; r1ir0j + r0ir1j

= R ∈ PN .

となり, Rは Q(t) ; Qとした時の”極限”となっている.

4.2 Higher secant variety

Lemma 4.5. R = (rij) ∈ V (In+2(Ω)) ⊂ PN , n ≥ 2に対して,

(i) ある iが存在して rii ̸= 0の時,

∃P ∈ V m
2 , ∃Q ∈ Secn−1(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.

(ii) 任意の iに対して rii = 0の時,

∃P ∈ Tan(V m
2 ) , ∃Q ∈ Secn−2(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.

特に,
V (In+2(Ω)) ⊆ Secn(V m

2 ) (n ≥ 2).

proof (i), (ii) ともに n に関する数学的帰納法で示す. Sec(V m
2 ) = V (I3(Ω)) は Lemma 4.3 で示されて

おり, また Secn(V m
2 ) ⊆ V (In+2(Ω)) の包含関係は Lemma 4.2 で示してあるので, n ≥ 1 で Seck(V m

2 ) =

V (Ik+2(Ω)) (0 ≤ k < n)が成り立つと仮定して (i), (ii)を示せば良い.

(i) Claim[ある iが存在して rii ̸= 0の時, ∃P ∈ V m
2 , ∃Q ∈ Secn−1(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.]
proof. 対称性より, r00 ̸= 0 としても一般性を失わない. R は対称行列であり, 今 r00 ∈ k× なので Lemma

3.8の (a)を X = Rとして適用すると,

tARA :=


r00 0 · · · 0
0
... Y
0

 .

但し,

A :=


1 −r01r

−1
00 · · · −r0n−1r

−1
00

0 1 0
...

. . .
0 0 1

 .

Y = (yij) : (m − 1) × (m − 1) 対称行列で,

yij = rij − ri0r0jr
−1
00 (1 ≤ i, j ≤ m).
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と書ける.そこで,

P := tA−1


r00 0 · · · 0
0 0 0
...

. . .
0 0 0

 A−1 = (ri0r0jr
−1
00 ){0≤i,j≤m} ∈ PN ,

Q := tA−1


0 0 · · · 0
0
... Y
0

A−1 =


0 0 · · · 0
0
... Y
0

 = (rij − ri0r0jr
−1
00 ){0≤i,j≤m} ∈ PN .

とおく. 明らかに, P, Qは対称行列であり, さらに行列の和と見て R = r00(P + Q)をみたす. また P は高々

rank 1となるので, P ∈ V (I2(Ω)) = V m
2 . 一方, Lemma 3.8の (a)の (ii)より,

It(Q) = It(Y ) ⊆ It+1(R) (1 ≤ t ≤ m).

となり, 今 R ∈ V (In+2(Ω))としていたので, Q ∈ V (In+1(Ω)).

帰納法の仮定より, V (In+1(Ω)) = Secn−1(V m
2 ). よって

∃P ∈ V m
2 , ∃Q ∈ Secn−1(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.

(ii) Claim[任意の iに対して rii = 0の時, ∃P ∈ Tan(V m
2 ) , ∃Q ∈ Secn−2(V m

2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.]
proof. R ∈ PN より, ある i, j が存在して rij ̸= 0. 対称性より, r01 ̸= 0 としても一般性を失わない. Rは対

称行列であり, 今 r00r11 − r01r10 = −r2
01 ∈ k× なので Lemma 3.8の (b)を X = Rとして適用すれば,

tBRB :=


r00 r01 0 · · · 0
r10 r11 0 · · · 0
0 0
...

... Z
0 0

 .

但し,

B :=


1 0 −β02 · · · −β0n−1

0 1 −β12 · · · −β1n−1

0 0 1 0
...

...
. . .

0 0 0 1

 ,

Z : (m − 2) × (m − 2) 対称行列 で,

zij = rij − r0jβ0i − r1jβ1i (2 ≤ i, j ≤ m),

β0i :=
r11r0i − r01r1i

r00r11 − r01r10
, β1i :=

r00r1i − r10r0i

r00r11 − r01r10
(2 ≤ i ≤ m)

で定義されるもの. 今, ∀i, rii = 0より,

β0i =
r1i

r01
, β1i =

r0i

r01
,
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なので,

zij = rij −
r0jr1i + r1jr0i

r01
,

である. ここで,

P := tB−1


r00 r01 0 · · · 0
r10 r11 0 · · · 0
0 0 0 0
...

...
. . .

0 0 0 0

B−1,

Q := tB−1


0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0
...

... Z
0 0

B−1 =


0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0
...

... Z
0 0

 .

とおけば, 明らかに行列の和とみれば R = P + Qであり, P は高々 rank 2となるので, P ∈ V (I3(Ω)). よっ

て Lemma 4.3 より, V (I3(Ω)) = Sec(V m
2 ) なので P ∈ Sec(V m

2 ) = Tan(V m
2 ). 一方, Lemma 3.8 の (b) の

(ii)より,
It(Q) = It(Z) ⊆ It+2(R) (1 ≤ t ≤ m − 1)

となり, 今 R ∈ V (In+2(Ω))としていたので, Q ∈ V (In(Ω)). 帰納法の仮定より, V (In(Ω)) = Secn−2(V m
2 ).

よって,
∃P ∈ Tan(V m

2 ) , ∃Q ∈ Secn−1(V m
2 ) s.t. R ∈ ⟨P, Q⟩.

proof of Main theorem. n ≥ 0に対して, Lemma 4.2より,

Secn(V m
2 ) ⊆ V (In+2(Ω)).

Lemma 4.3, 4.5より,
Secn(V m

2 ) ⊇ V (In+2(Ω)).

よって,
Secn(V m

2 ) = V (In+2(Ω)).

Q.E.D.
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5 Application

Definition 5.1 (Rational normal curve). P1 からの d-uple embeddingの像を rational normal curve

といい, V 1
d := νd(P1) ⊂ Pd と書く.

Definition 5.2 (Rank). X ⊆ PN を smooth projective varietyとする. P ∈ PN に対して,

rankX(P ) := min{n | P ∈ Secn(X)}

を, P の X における rank という.

Definition 5.3 (Graded Betti number). X ⊆ PN を projective variety とし, R を PN の斉次座標環,

IX ⊆ Rを X 定義イデアルとする. IX を S の次数付き S-moduleとみて, minimal free resolution を取る.

0 −→ Fs −→ · · · −→ Fi −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→ IX −→ 0 (Fi : free graded S-module).

このとき, Fi は freeだから,
Fi =

⊕
j

R(−j)βij(X)

とかける. この βij(X)を X の graded betti numberという, minimal free resolution などの定義につい

ての詳細は [1]参照.

Proposition 5.4 (E. Prak (2007) [9]). char(k) ≥ 0, P ∈ Pd \ Sec(V 1
d ), πP : Pd → Pd−1(P からの一点射

影)とする. P1, P2 ∈ Pd \ Sec(V 1
d )に対して,

rankV 1
d
(P1) = rankV 1

d
(P2) ⇐⇒ βij(πP1(V

1
d )) = βij(πP2(V

1
d )).

この結果の V 1
d を V m

2 にできないか, という自然な予想があるが, それは次の例で示すように少なくとも

char(k) = 2では成り立たないことが分かる. これは, Main Theorem 4.1から higher secant varietyが計算

できていることから, rankが計算できることが利いている.

Example 5.5. V 4
2 := ν2(P4) ⊂ P14を考える. Main Theorem 4.1より

Secn(V 4
2 ) = V (In+1(Ω)).

Z = (Z0 : · · · : Z14) ∈ P14,

Ω =


Z0 Z1 Z2 Z3 Z4

Z1 Z5 Z6 Z7 Z8

Z2 Z6 Z9 Z10 Z11

Z3 Z7 Z10 Z12 Z13

Z4 Z8 Z11 Z13 Z14

 .

であることに注意すれば,{
P1 := (0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) (Z3, Z6成分のみ 1) ∈ P14,
P2 := (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) (Z0, Z5, Z10成分のみ 1) ∈ P14.

とすると,

3 = rankV 4
2
(P1) = rankV 4

2
(P2)
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を満たす. しかし,

(i) char(k) = 2の時,
βij(πP1(V

4
2 )) ̸= βij(πP2(V

4
2 )).

(ii) char(k) = 0, 3の時,
βij(πP1(V

4
2 )) = βij(πP2(V

4
2 )).

となる. この結果は Singular*2を用いて計算した結果である. 計算に使ったプログラムの概要は, 5.1参照. 計

算結果は 5.2参照.

Notation 5.6. Example 5.5 の書いたもの以外にも V m
2 をいくつかの点で射影した多様体の graded betti

number に関して計算した. その結果を簡単に書く. 計算を行ったのは, V 2
2 で点の rank が 2 と, V 3

2 で点の

rankが 2, 3と, V 4
2 で点の rankが 2, 3, 4である. V m

2 ,m ≥ 5は計算量が大きすぎて計算できなかった.

　まず, char(k) = 0, 3, 5については, Proposition 5.4を V m
2 で考えたときの結果を否定する例は一つも見つ

かっていない. すべての点 (同じ rankの時), すべての標数で同じ graded betti numberを与える結果しか出

ていない. なので char(k) ̸= 2なら, Proposition 5.4を V m
2 で考えたときの結果が成り立つのかもしれない,

これが Probrem 5.7である.

　 char(k) = 2については, V 3
2 , V 4

2 のそれぞれの rankの点は, char(k) = 0, 3, 5の graded betti numberと

は異なるようだった. char(k) = 2の中で, graded betti numberが異なる点を見つけたのは, Example 5.5で

記した rankが 3の場合だけである (他の rankでも存在する可能性が十分にある). また rank 3において, 10

個程度の点のを計算したところ graded betti numberは二つのタイプしか出てきていない (もちろん他にも存

在する可能性は十分にある). 一応その結果も記しておく.

　便宜上 Example 5.5の P1, P2 をそれぞれ Type 1, 2を呼ぶこととし, Zt, . . . , Zs が 1で他の Zu が 0の

点を, (s, . . . , t)のように書くことにする. この表記では P1 = (3, 6), P2 = (0, 5, 10)となる.

Type 1;

(3, 6), (4, 7), (8, 10), (0, 7, 9).

Type 2;

(0, 5, 9, 12), (0, 5, 9, 14), (0, 9, 12, 14), (0, 5, 10, 13), (0, 5, 10).

となった. これらに規則性があるのかどうかは分からなかった.

Problem 5.7. char(k) ̸= 2, m ≥ 2, P1, P2 ∈ PN \ Sec(V m
2 )に対して,

rankV m
2

(P1) = rankV m
2

(P2) ⇐⇒ βij(πP1(V
m
2 )) = βij(πP2(V

m
2 )).

*2 SINGULAR is a Computer Algebra System for polynomial computations with special emphasis on the needs of

commutative algebra, algebraic geometry, and singularity theory.

http://www.singular.uni-kl.de/index.html
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5.1 Singularの計算プログラム

Example 5.5のプログラム char(k) = 2, βij(πP1(V
4
2 ))のケースを書く. 以下プログラム文.

21



5.2 Singularによる計算結果

1 Singularによる計算結果 char(k) = 2の時の betti diagram, βij(πP1(V
4
2 ))

2 Singularによる計算結果 char(k) = 2の時の betti diagram, βij(πP2(V
4
2 )).

3 Singularによる計算結果 char(k) = 0, 3の時の betti diagram, βij(πP1(V
4
2 ))

4 Singularによる計算結果 char(k) = 0, 3の時の betti diagram, βij(πP2(V
4
2 ))
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6 Conjectures

本論文では, Veronese varietyを 2-uple embeddingで定義しているが, より一般に d-uple embeddingにつ

いても定義できる.

Definition 6.1 (Veronese Variety). νd : Pm −→ PN :=(m+d
d )−1; (x0 : x1 : · · · : xm) 7−→ (x2

0 : x0x1 : x0x2 :

· · · : x2
m)と書くとき, その像 V m

d := νd(Pm)と書き, Veronese varietyという.

そこで, d ≥ 3とした時の V m
d の higher secant varietyに対しても, 適当な行列の小行列式全体の零点集合

として記述できないか, という自然な問題がある. 定義方程式に対しては,

Proposition 6.2 (M. Pucci (1998) [10] COROLLARY 2.4). char(k) ≥ 0, d ≥ 2, m ≥ 1に対して,

V m
d = V

(d−1∩
i=1

I2

(
Cat(i, d − i; m + 1)

))
.

但し, Cat(i, d − i; m + 1)は, Catalecticant matrices.

が知られている. また char(k) = 0であるが,

Proposition 6.3 (V. Kanev (1999) [7] Corollary 2.7). char(k) = 0, d = 3, m ≥ 1に対して,

Sec(V m
3 ) = V (Cat(1, 2; m + 1)).

Proposition 6.4 (V. Kanev (1999) [7] Theorem 3.3). char(k) = 0, d ≥ 4, m ≥ 1に対して,

Sec(V m
d ) = V

(
I3

(
Cat(1, d − 1; m + 1) ∩ Cat(2, d − 2; m + 1)

))
.

が知られている. これらに関しても, char(k) > 0に一般化できると予想している. つまり,

Conjecture 6.5. char(k) ≥ 0, d = 3, m ≥ 1に対して,

Secn(V m
3 ) = V

(
In+2

(
Cat(1, 2; m + 1)

))
.

より一般に,

Conjecture 6.6. char(k) ≥ 0, d ≥ 3, m ≥ 1に対して,

Secn(V m
d ) = V

(
In+2

(d−1∩
i=1

I2

(
Cat(i, d − i; m + 1)

))
.

を予想している. 特に d = 3に関しては証明を試みたが, d = 2とはかなり状況が異なる. 一つは tangent

varietyが退化している, つまり Tan(V m
3 ) ̸= Sec(V m

3 )となっていること. 二つ目は行列が正方行列でないと

ころである. d = 2の場合は, 行列の対角成分に注目することでうまく場合分けできたが, d = 3ではこれが困

難である. さらに d = 3では標数 3の場合の構造が複雑になり, この点も証明を困難にしている.
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