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超曲面上の有理曲線族の研究

古川勝久
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1 序

本論文の主たる目的は,射影空間 Pn の d 次超曲面 X = Xd ⊂Pn に対する

Mor(d−1)
c (P1, X ) =

{
f : P1 → X

∣∣∣∣∣ deg f ∗(OX (1)) = c,

f ∗
d−1 : H 0(Pn ,OPn (d −1)) → H 0(P1, f ∗(OPn (d −1))) is surjective

}

なる P1から X への射の族のなす quasi-projective variety (各々の射 f ∈ Mor(d−1)
c (P1, X )に応じて, X 上の有理曲

線C = f (P1) ⊂ X を得られる)についての研究である.

その起端はつぎに述べる結果にあり, これは超曲面 X ⊂ Pn 上の直線族のなす多様体 F (X ) ={
l ∈G(1,Pn) | l ⊂ X

}
(Fano scheme) に関するもので, 標数 0 の場合は [Barth and Van de Ven, 1978/79] に

より示され,一般標数の場合は [Kollár, 1996, V.4.3]により示された:

Theorem A ([Barth and Van de Ven, 1978/79], [Kollár, 1996, V.4.3]). Let X ⊂ Pn be a hypersurface of degree d ,

Then

(a) F (X ) =; for general X if d > 2n −3.

(b) F (X ) is smooth of dimension 2n −3−d for general X if d É 2n −3.

(c) F (X ) is connected for any X if d É 2n −4, except when X ⊂P3 is a smooth quadric.

定理 (A)では超曲面上の直線 (つまり degree 1の有理曲線)のなす多様体について smoothであるのか,あるい

は expected dimensionを持つのか,などを調査して居るわけであるが,対してここでひとつの一般化を試みる.
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即ち:

Question. 定理 (A)の前提において,直線に代て超曲面上の c Ê 1次有理曲線 (つまり degree 1のみではない,一

般の degree c をもつ有理曲線)について考察すると,いかなる命題のなりたつか. なにかの条件のもとで有理曲

線のなす多様体について, smoothであることや expected dimensionを持つことやを示すことができるのかど

うか.

この設題に対する回答として得られたのが,つぎの定理である:

Theorem 1.1. 基礎体は一般の標数をもつこととし,またさらに次の条件の内いづれかを満たすとする (条件につ

いての詳細は (2.10)を参照せよ):

(1.1.a) c = 2かつ d Ê 2,

(1.1.b) c = 3かつ d Ê 3,

(1.1.c) c = 4かつ d Ê 4,

(1.1.d) d Ê 6.

このとき
(n+d

d

) Ê cd + 1であり, かつ c(n +1−d)+n −4 Ê 0であるなら, X ⊂ Pn なる general hypersurface of

degree d に対して, Mor(d−1)
c (P1, X )は smoothであり expected dimension c(n +1−d)+ (n −1)をもつことがわ

かる.

如何にしてこの定理を示すことができたかを述べよう.

はじめに,超曲面 X 上の直線族 F (X )の一般化として, degree c Ê 1をもつ有理曲線 C ⊂ X に対する, P1から C

への射の全体Morc (P1, X )を考察した. ただし,このままではある困難が生ずるため,その解消のために開部分多

様体Mor(d−1)
c (P1, X ) ⊂ Morc (P1, X )を取り,そこに制限して考察をつづけることとした.

研究の手法としては,定理 (A)における Kollárの方法を応用したのだが,直線から曲線に研究の対象がひろがる

ために,そのままでは方法を上手く適用できない部分がある.その概略は以下の様になる (§ 2.2.1も参照):

各 f ∈ Morimm
c (P1,Pn)とそれにより定まる c 次有理曲線 C をとるときに, C をふくむ d 次超曲面 X ⊂ Pn (X

は h ∈ ker[ f ∗
d : H 0(Pn ,OPn (d)) → H 0(P1, f ∗(OPn (d)))]の零点集合として定められる)に対し,それが導く Normal

bundle間の射 δ f (X ) : NC |Pn →NX |Pn を対応させる k-linear map

δ f : ker f ∗
d → HomO

P1 ( f ∗NC |Pn , f ∗(OPn (d)))

の全射性が必要となる.それは直線の場合 (c = 1)は自明であるのに対し ((2.8)を参照),一般に曲線の場合 (c Ê 1)

は自明ではない.

しかしながら研究に結果として, (3.11)においてこの全射性をしめすことに成功し,ここにおいて定理 (1.1)で

述べた条件のもと, Mor(d−1)
c (P1, X )が smoothであり,かつ expected dimensionをもつことが示された.

さて,定理 (1.1)には,標数を 0とする場合に,類似する先行結果としてつぎのものがある. これは X の Hilbert

schemeの開部分多様体であるところの, X 上の滑かな c 次有理曲線全体 Rc (X ) ⊂ Hilbct+1(X /k)についてのもの

である:

Theorem B ([Harris, Roth, and Starr, 2004, Theorem 1.1],標数は 0とする). Let n > 2 be an integer and let d be

a positive integer such that d < n+1
2 . For a general hypersurface X ⊂ Pn of degree d and for every integer c Ê 1,

the scheme Rc (X ) is an integral, local complete intersection scheme of dimension (n +1−d)c + (n −4).

それでは,定理 (1.1)と定理 (B)とを比較してみよう:

(a) 定理 (1.1)はMor(d−1)
c (P1, X )を考察の対象とし,その点で制限がある.一方で定理 (B)は Rc (X )そのものを

対象とする.ただし, d À 0であればMor(d−1)
c (P1, X ) = Morimm

c (P1, X ) = {
f ∈ Morc (P1, X )

∣∣ f : immersion
}
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なる等号がなりたつ ((4.12)を参照).

(b) 定理 (1.1)は一般の標数についての命題であり,定理 (B)は標数 0のみについての命題である.

(c) 定理 (1.1)には “d Ê 6”などの条件が必要である.

(d) 定理 (B)には “d < n+1
2 ”なる条件が必要である.

(e) 導かれる命題の一部が “expected dimensionをもつ”ことである点は変らない. ただし他方で,定理 (1.1)

は “smoothness”を示すのに対して,定理 (B)は “integral, local complete intersection”であることを示す.

まとめると定理 (1.1)は, (a)有理曲線の範囲を小さくとる制限と (c) “d Ê 6”などの条件とがあるが,一方で (b)

一般の標数である点と, (d)条件 “d < n+1
2 ”の制限をもたない点とにおいて優れて居る.

2 本論

2.1 I , I ]および M] の構成方法

Definition - Proposition 2.1. 0 < r < n, 0 < c として V = H 0(Pn ,OPn (1)),W = H 0(Pr ,OPr (1))とおく. このとき

Morc (Pr ,Pn) ⊂P∗(Hom(V ,ScW ))なる quasi-projective variety of dimension (n +1)
(c+r

r

)−1が存在して,

ev : Pr ×k Morc (Pr ,Pn) →Pn

なる写像がさだまる.

以下M= Morc (Pr ,Pn)と表すことにする.

Proof. H = Hom(V ,ScW ), M=P∗(H)と表記する. Mの上の sheafの全射H∗⊗k O
M

→O
M

(1)および k-linear

map V ×H → ScW により
ε : V ⊗k O

M
(−1) →V ⊗k H ⊗k O

M
→ ScW ⊗k O

M
(2.1.1)

なるM上の写像を得て,これを p : Pr ×k M=P(W ⊗k O
M

) →Mでひきもどし,またWP(W ⊗kO
M

) →OP(W ⊗kO
M

)(1)

を使用することで, Pr ×k M上の写像:

ε′ : p∗(V ⊗k O
M

(−1)) → p∗(ScW ⊗k O
M

) → Sc (O(1)) =O(c)

をえられる.ここで V =
{

(x, f ) ∈P1 ×k M
∣∣∣ ε′(x, f ) : surjective

}
とおき, M=M\ p((P1 ×k M) \ V )とさだめると, ε′

はMの上で全射となる.故に [Hartshorne, 1977, II, Prop. 7.12]から,写像 ev : P(WM) →P(VM) →P(V )がみちび

かれる.

Remark 2.2. f ∈Mに対し, ε′| f : V ⊗k OP1 →OP1 (1)は sheafの全射であることが base point freeである事実に対

応する.

Definition - Proposition 2.3. 各 0 É d に対して Hd = |OPn (d)|と置く.このとき, d 次超曲面とそこにふくまれる

c 次曲線への射との対による多様体:

I = {
(X , f ) ∈ Hd ×M

∣∣ f (P1) ⊂ X
}

が存在する. さらに m := max
{

dimim f ∗
d

∣∣ f ∈M
}
としてM] := {

f ∈M
∣∣ dimim f ∗

d = m
}
とさだめることにす

ると,
(n+d

d

)−m > 0であるなら I ] := I |M] は P
(n+d

d

)−m−1-bundle on M]となることがわかる.

Proof. はじめに (2.1.1)によりM上の写像

εd : (Sd V ⊗k OM)(−d) → Sd (ScW ⊗k OM) → Scd W ⊗k OM
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を定義する.これは f : P1 →Pn に対し

f ∗
d = εd | f : H 0(Pn ,OPn (d)) → H 0(P1,OP1 (cd))

をさだめる写像である.さて εd は Y = Hd ×k M'P∗((Sd V ⊗k OM)(−d))の上の写像

E : Scd W ∗⊗k OY → (Sd V ∗⊗k OM(d))⊗OM
OY →OY (1)

を決定するが,これにより I := Z+(imE(−1)) ⊂ Y をさだめることができる.

ここで πM : I → Mとすると, f ∈ Mをとれば π−1
M

( f ) = P∗(ker(εd )| f )のなりたつことがわかる. 実際, I | f は

im[H 0(E | f ) : H 0(Scd W ∗⊗k OHd Z )なる Hd の一次式でさだまる linear subspaceであり,他方 H 0(E | f )なる写像

は εd | f の dualとなるので (2.4)により I | f =P(coker H 0(E | f )) =P∗(ker(εd )| f )であることがわかる.

さてmの定義から ker(εd )はM]上 locally free sheafとなるが,このとき上の議論から f ∈M]の fiberを比較

すれば I |M] =P∗(ker(εd )|M] )の成立することが示される.

Lemma 2.4. L =P(U ) ⊂P(V )を linear subvarietyとするとき, ker(V →U )は Lを定義する一次式となる.

Remark 2.5. (2.5.a) I の各 irreducible component J に対して, codim(J ,Md ) É (cd+r
r

)
となる.

(2.5.b) ∃ f ∈M s.t. f ∗
1 : surjectiveならばm = (cd+r

r

)
となる.逆はなりたつとは限らない.

(2.5.c) I ] ⊂ I について: I ] = I とは限らないが, I ] ³ Mにはなる.

(2.5.d) M= Mor1(Pr ,Pn)のとき I =P∗(ker(ε∗)) = I ], m = (d+r
r

)
である.

Remark 2.6. 主に smoothな有理曲線を対象とするため,以後 r = 1,m = cd +1,
(n+d

d

) Ê cd +1として議論する.

このときはM] ⊂Mimmとなり ((4.7)を参照),特に d À 0であればM] =Mimmとなることがわかる ((4.12)を参

照).また, “]”は実際は d に依存するものなので,それを明示するときにはM(d), I (d)の様に表すこととする.

2.2 Smoothness of πH

2.2.1 概要

本節 (2.9)における Z 0 を考察することは, [Kollár, 1996, V.4.3]によるアイデアである. ここでは Z 0 の codi-

mensionをみる必要があるのだが,そのためには δ f なる k-linear mapの全射性を必要とする. これは [Kollár,

1996, V.4.3]における様に直線を考察するのであれば自明であるが ((2.8)を参照),本研究の対象である有理曲線に

ついて見るときには自明ではない.最終的には (3.11)にて,いくつかの条件のもとでその全射性をしめす.

2.2.2 Codimension of the singular locus of πH

c Ê 0,d Ê 1に対しM = Morc (P1,Pn), H = |OPn (d)|とさだめ, また I , I ],M] などは (2.3), (2.6)によるものと

する.

Lemma 2.7 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.7]). f ∈Mimm をとり,対応する有理曲線を C ⊂ Pn とし,また X ⊂ Pn を C を

ふくむ d 次超曲面であるとする.このとき,

δ f (X ) : H 0(P1, f ∗NC |Pn ) → H 0(P1, f ∗NX |Pn )

なる写像がさだまり,また

(2.7.a) P = f (Q) ∈C をとる.このとき X is singular at P iff δ f (X )⊗k(Q) = 0.

(2.7.b) X はC の上では smoothであるとする.このとき πH : I ] → H が ( f , X )にて smoothであることと δ f (X )

が全射であることとが同値になる.
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Remark 2.8. ここに表れる
δ f : ker f ∗

d → HomO
P1 ( f ∗NC |Pn , f ∗(OPn (d)))

なる k-linear mapは Kollárの手法を一般化する際の鍵となる.詳細は § 3にて別に議論する.

ただし [Kollár, 1996, V.4.3]における研究対象であるところの c = 1の場合 ( f (P1)が直線となる)には, δ f の対

応は単純になる: 実際,標準の座標 f : P1 → Pn ; (t ,u) 7→ (t ,u,0, . . . ,0)をとれば `= f (P1) ⊂ Pn を含む任意の d 次

超曲面 X ⊂Pn は
h = z2h2 +·· ·+ znhn deghi = d −1

なる d 次多項式により書くことができて,このとき

δ f (h) = ( f ∗h2, . . . , f ∗hn) ∈ HomO
P1 ( f ∗N`|Pn , f ∗(OPn (d))) = H 0(P1,OP1 (d −1))⊕n−1

の成立つことがわかるので.

Proof. はじめに図式 (3.1.2)から X の p で smoothなることと δ f (X )p = 0となることとが同値であることが

わかる. つぎに πH が smoothであるためには (dπH )( f ,X ) : T( f ,X )I ] → T( f ,X )H が全射であればよく,そのために

は ker((dπH )( f ,X ))が expected dimension c(n +1−d)− (n −1)をもてばよい. B =π−1
H (X )とおけば [Hartshorne,

1977, II, prop.8.10, prop.8.11]より

ΩI |M →ΩH |M →ΩI |H |M =ΩM → 0

なる B 上の exact sequence が存在するので ker((dπH )( f ,X )) = T f B であることがわかる. 一方 B = π−1
H (X ) =

Mor]c (P1, X )なので ker((dπH )( f ,X )) = T f Mor]c (P1, X )であり, [Kollár, 1996, I.2.16]からその次元は h0( f ∗TX )に一

致する.以上まとめて
πH is smooth at ( f , X ) ⇐⇒ h0( f ∗TX ) = c(n +1−d)− (n −1)

であることがわかる.つぎに P1上の exact sequence 0 → f ∗NC |X → f ∗NC |Pn → f ∗NX |PN → 0により

0 → H 0( f ∗NC |X ) → H 0( f ∗NC |Pn )
δ f (X )−−−−→ H 0( f ∗NX |PN ) → H 1( f ∗NC |X ) → 0.

なる列が得られるが, h0( f ∗NX |PN ) = h0(OP1 (cd)) = cd +1であり,また h0( f ∗NC |Pn ) = c(n +1)−2+ (n −1)であ

るので, h0(NC |X )−h1(NC |X ) = c(n +1−d)+n −4なる等式がみちびかれる. ここで h0( f ∗TX ) = h0(NC |X )+3で

あるので,まとめて

h0( f ∗TX ) = c(n +1−d)− (n −1) ⇐⇒ h1(NC |X ) = 0 ⇐⇒ δ f (X ) is surjective.

なる関係が得られる.

Proposition 2.9 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.9]). f ∈M(d−1)に対し, (2.9.a) (3.1)における δ f が全射であるとし,また

(2.9.b) cd Ê 2 ·max
{

ai
∣∣ f ∗NC |Pn =⊕n−1

i=1 OP1 (ai )
}
であるとする.このとき

I 0 =
{

( f , X ) ∈ I ]
∣∣ X is smooth along f (P1)

}
,

Z 0 = {
( f , X ) ∈ I 0 ∣∣πH is not smooth at ( f , X )

}
なるものをさだめると, M(d−1)に制限すれば codim(Z 0, I 0)|M(d−1) Ê c(n +1−d)−n −3のなりたつことがわかる.

Remark 2.10. (3.11)により d Ê 3であるか,あるいは c = 2かつ d Ê 2であるかとすると, f ∈M(d−1) は全射とな

る. また (4.6)によりmax ai É 3c −2であることはわかるので, d Ê 2(3c−2)
c = 6− 4

c であれば条件 (2.9.b)は満たさ

れる.さらに [Kaji, 1985, 2.8]によれば, f ∈ Morimm
c (P1,P3)に対して{

max ai É 3c −5 if p 6= 2

max ai É 3c −4 if p = 2
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である. 特に f ∈ Morimm
4 (P1,Pn)とするとmax ai É 7となるので, d Ê 2·7

4 = 3.5 であれば条件 (2.9.b)は満たされ

ることとなる.

Proof. 任意の f ∈ M(d−1) に対して codim(Z 0
f , I 0

f ) = c(n +1−d)−n −3が成立すれば充分である. ただし, Z 0
f =

Z 0 ∩π−1
M] ( f ), I 0

f = I 0 ∩π−1
M] ( f )とおいた. ι : ker f ∗

d 99Kπ−1
M] ( f )をとり

K := {
α ∈H

∣∣α(H 0(NC |Pn )) á H 0(OP1 (cd))
}

.

と定めれば (2.7)から ι(δ−1
f (K ))∩ I 0

f = Z 0
f となり,故に codim(Z 0

f , I 0
f ) = codim(K ,H)が成立する.

さて, P1 上での splitting f ∗NC |Pn = ⊕n−1
i=1 O(ai ) をとると H = ⊕n−1

i=1 H 0(OP1 (cd − ai )) となり, hyperplane

V ⊂ H 0(OP1 (cd))に対し,
KV := {α ∈H | imα⊂V }

と定めることにすれば, K =⋃
V ⊂H 0(O

P1 (cd)) KV が成立ち,また

Kai ,cd (V ) = {
αi ∈ H 0(OP1 (cd −ai ))

∣∣αi ·H 0(OP1 (ai )) ⊂V
}

に対し KV =⊕n−1
i=1 Kai ,cd (V )が成立つ. ここで cd Ê 2 ·max ai の前提より (2.14)を適用すると, generalな V につ

いて codimKV =∑n−1
i=1 (ai +1) = c(n+1)+n−3が成立し,それ故 codimK = c(n +1−d)+n −3となることも示さ

れる.

Proposition 2.11 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.8]). (2.9)と同じ前提をおく.このとき

S(I ]) =
{

( f , X ) ∈ I ]
∣∣ ∃P ∈ f (P1) s.t. X is singular at P

}
と定めれば codimS(I ])|M(d−1) Ê n −2が成立する.

Proof. ∀ f ∈ M(d−1) を取り S(I ]) f をみればよい. 各 P ∈ P1 に対して VP = H 0(OP1 (cd)(−P )) ⊂ H 0(OP1 (cd))を

さだめ,さらに K ′
VP

:= {α ∈H | imα⊂VP }をさだめる. これは (2.13)により P で singularな X 全体に対応する

ものとなり, また codimK ′
VP

= n − 1とわかる. 故に K ′ = ⋃
P∈P1 K ′

VP
とすれば ι(δ−1

f (K ′)) = S(I ]) f であり, かつ

codimK ′ = n −2であることがわかる.

Definition 2.12. かけ算写像を
ms : k[t ,u]s ×k[t ,u]e−s → k[t ,u]e

とするとき, linear subspace V ⊂ k[t ,u]e に対して

Ks,e (V ) := {
g ∈ k[t ,u]e−s | ms (k[t ,u]s ×

{
g

}
) ⊂V

}
.

とさだめる.

Lemma 2.13 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.11]). V ⊂ k[t ,u]e を任意の hyperplaneとする.このときつぎのいづれかが成

立する.

(2.13.a) ある p ∈P1が存在して V = H 0(P1,O(e)(−p)), Ks,e (V ) = H 0(P1,O(e − s)(−p))とかける;あるいは,

(2.13.b) その様な pは存在せず,このときは codim(Ks,e (V ),k[t ,u]e−s ) Ê 2となる.

Lemma 2.14. (2.14.a) codim(Ks,e (V ),k[t ,u]e−s ) = s +1 for general V if e Ê 2s.

(2.14.b) Ks,e (V ) = 0 for general V if e < 2s.
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Proof. V は hyperplaneであるので c0, . . . ,ce ∈ kがとれて,

V = {
v0t e + v1t e−1u +·· ·+ ve ue ∈ k[t ,u]e | c0v0 +·· ·+ ce ve = 0

}
.

と書ける.このとき

Ks,e (V ) =


ξ0t e−s +ξ1t e−s−1u +·· ·+ξe−s ue−s ∈ k[t ,u]e−s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0ξ0 +·· ·+ ce−sξe−s

= c1ξ0 +·· ·+ ce−s+1ξe−s

= . . .

= csξ0 +·· ·+ ceξe−s

= 0


と表される. ここでもし codimKs,e (V ) = 1であるなら, p = (a,b) ∈ P1 が存在し (c0, . . . ,ce ) = (ae , ae−1b, . . . ,be )と

なり,故にこのときは

V = ker[k[t ,u] → k[w]; (t ,u) 7→ (aw,bw)]e = (bt −au)e = H 0(P1,O(e)(−p)).

とかけることになる.つぎに,対応 {V ⊂ k[t ,u]e } 'Pe ;V 7→ (c0,c1, . . . ,ce )をみることにすると,

{
V

∣∣ codimKs,e (V ) = q
}'

 (c0,c1, . . . ,ce )

∣∣∣∣∣∣∣∣ rk


c0 · · · ce−s

c1 · · · ce−s+1

. . . . . . . . . . . . . . . .
cs · · · ce

= q


の成立することがわかる. ここで, e − s + 1 Ê s + 1 (i.e., e Ê 2s) であるなら, general な V に対して

codimKs,e (V ) = s +1となることが示され,また e − s +1 < s +1 (i.e., e < 2s)であるなら, generalな V に対して

Ks,e (V ) = 0 (i.e., codimKs,e (V ) = e − s +1)となることが示される.

2.3 Proof of Theorem (1.1)(n+d
d

)< cd +1であると, Mor(d)
c (P1,Pn) =;であるので,以下の諸命題では

(n+d
d

)Ê cd +1を前提としておく.

Proposition 2.15 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.1]). X ⊂ Pn を general hypersurface of degree d とする. このとき

c(n +1−d)+n −3 É 0であるならMor]c (P1, X ) =;となる.

Proof. πH を surjective とすると, general な X に対して π−1
H (X ) は expected dimension をもつ. 故に 0 É

dimMor]c (P1, X ) É 2 であるが, しかしこれは Aut(P1) f をふくむこと*1 に矛盾する. よつて πH は not surjec-

tiveであり, generalな X についてはMor]c (P1, X ) =;となる.

つぎの命題により (1.1)は示されることになる:

Proposition 2.16 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.2]). (2.9) の条件が成立して居るとして, また
(n+d

d

) Ê cd + 1 であり,

かつ c(n +1−d)+n −4 Ê 0 であるとする. このとき X ⊂ Pn を general hypersurface of degree d とすれば

Mor(d−1)
c (P1, X )は smoothであり expected dimension c(n +1−d)+ (n −1)をもつことがわかる.

Proof. (2.9)により codim(Z 0, I 0) Ê 1であることがわかるので, πH : I (d−1) → H は generalな点で smoothであ

り,とくにそれは open mappingなので surjectiveとなる. H 0 ⊂ H を smooth hypersurfacesのあつまりである

open subsetとし,このとき X ∉πH (Z 0)を取れるのであれば, Mor(d−1)
c (P1, X ) =π−1

H (X )は smoothとなる.

*1 dim f ∗d = mとすると, a ∈ Aut(P1)に対しても dim( f ◦a)∗d = mである.
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もし π : Z 0 → H が dominantであるなら,ある irreducible component V ⊂ Z 0 についても π|V は dominant

で, このとき general な X ∈ H に対して B = Mor(d−1)
c (P1, X )∩V 6= ; が成立つことになる. ここで dimB =

dimMor(d−1)
c (P1, X )− codim(Z 0, I 0) É c(n +1−d)+ (n −1)− c(n +1−d)+ (n −3) = 2 と計算されるが, 一方で

f ∈ B に対し Aut(P1) f ⊂ B *2であり dimAut(P1) = 3であるから矛盾が生ずる.故に B =;であり, X ∉πH (Z 0)と

なることが示される.

Proposition 2.17 (cf. [Kollár, 1996, V.4.3.3]). (2.9) の条件が成立して居るとする. このとき X2 ⊂ P3 :

smooth quadric をのぞく, X ⊂ Pn なる general hypersurface of degree d に対して,
(n+d

d

) Ê cd + 1 および

c(n +1−d)+n −5 Ê 0を満たせば, Mor(d−1)
c (P1, X )は connectedとなる.

Proof. L ⊂ H を generalな lineとして取ると, (2.10)および (2.11)によりつぎの不等式を得る:

codim(Z 0 ∩π−1
H (L),π−1

H (L)) Ê c(n +1−d)+n −3

codim(S(I (d−1))∩π−1
H (L),π−1

H (L)) Ê n −2

故に c(n +1−d)+n −3 Ê 2かつ n −2 Ê 2であるなら, codimension 2の locusをのぞいて πH |L は smoothとな

る.ここで Stein factorizationにより
πH |L : π−1

H (L)
π1−→C

π2−→ L

なる射をとると,実は π2は isomorphismであることがわかる:

実際まづ,ある点 P ∈ C で π2 が分岐をもつとすると, π−1
1 (P ) ⊂ π−1

H (L)はその上で πH |L を smoothとしない

(∃Q ∈ π−1
1 (P ), Q ∈ ∃U ⊂ π−1

H (L)において πH |L が smoothであるなら, generalな点 R ∈ πH (U ) \πH (Q)の fiber

π−1
H (R)∩U は smooth subvarietyでなければならない. しかし一方で P は分岐点であるので, #π−1

2 (R) Ê 2であり

π−1
H (R)∩U は smoothとはなり得ず矛盾が生ずる), codimension 1の subschemeとなる. しかしこれは上に述

べたことと矛盾する. 故に π2 は étaleとなるが, P1 は simply connectedなので π2 は trivial coveringとなる. L

generalより π−1
H (L)は connectedなので, C も connectedであり,以上まとめて, π2が isomorphismであると示

された.

これから πH |L は connected fiberをもつこととなるが, Lは generalなので πH 自体が connected fiberをもつ

ことになる (H の generalな点で πH は connected fiberをもつので, πH について Stein factorizationを取れば,

結局すべての点で connected fiberをもつことが示される).

3 Properties of δ f

3.1 δ f の構成

Definition - Proposition 3.1. f ∈ Morc (P1,Pn)を immersionとし, C ⊂ Pn を f により決まる smooth rational

curve of degree cとする.このとき d Ê 1に対し, H(d) = HomO
P1 ( f ∗NC |Pn , f ∗(OPn (d)))とおけば,自然な k-linear

map
δ(d)

f : ker f ∗
d →H(d)

がさだまる.

以下では δ f = δ(d)
f ,H=H(d)と表記する.

*2 ( f , X ) ∈ Z 0 であるなら, a ∈ AutP1 に対し ( f ◦a, X ) ∈ Z 0 もなりたつ.実際, πH の smoothnessは δ f (X )が全射かどうかに帰着される
ので.
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Proof. はじめに f : P1 →Pn に対し, V= k ·d z0 +·· ·+k ·d zn なる k-linear spaceをさだめ,また Pを f ∗OPn の一

次の principal partのなす bundleとする.このとき,つぎのP1上の可換図式がさだまる.とくにV∗⊗k f ∗(OPn (1))

から f ∗NC |Pn への写像を γと名付けておく.

0

²²

0

²²
0 // OP1 // P∨⊗ f ∗(OPn (1)) //

²²

TP1 //

²²

0

0 // OP1 // V∗⊗k f ∗(OPn (1)) //

γ

²²

f ∗TPn //

²²

0

f ∗NC |Pn

²²

f ∗NC |Pn

²²
0 0

(3.1.1)

つぎに h ∈ ker fd をとり,これにより決まる超曲面を X ⊂ Pn とする. f ∗NX |Pn = f ∗(OPn (1))であるので, δ f (h)

は以下の P1上の可換図式
0

²²

0

²²
TP2

²²

TP2

²²
0 // f ∗TX //

²²

f ∗TPn //

²²

f ∗NX |Pn

0 // f ∗NC |X //

²²

f ∗NC |Pn
δ f (d)

//

²²

f ∗NX |Pn

0 0

により定めることができる.後はこの対応による δ f の線形性をみればよい. (4.3)での議論によると,

D(h) : V∗⊗k OPn (1) →OPn (d);
∑ ∂

∂zi
⊗ gi →

∑
gi

∂h

∂z j

なるmorphism of bundles on Pn をとるとき, P1の上で

V∗⊗k f ∗(OPn (1))

γ

²²

f ∗D(h)

''PPPPPPPPPPPP

f ∗NC |Pn
δ f (h)

// f ∗NX |Pn

(3.1.2)

なる可換図式が成立することがわかる. これにより δ f は以下の図式のごとく k-linear mapの合成と理解される
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から,その線形性のなりたつことがわかる:

H
²²

γ∗

²²
ker f ∗

d ⊂

δ f --

H 0(Pn ,OPn (d))

D

²²

V⊗k HomO
P1 ( f ∗(OPn (1)), f ∗(OPn (d)))

V⊗k H 0(Pn ,OPn (d −1))
F // V⊗k H 0(P1, f ∗(OPn (d −1)))

(3.1.3)

ただし F = F (d−1) = 1V⊗ f ∗
d−1とおいた.

Remark 3.2. 各 h ∈ H 0(Pn ,OPn (d))に対して, Pn 上の bundle間の射

D(h) : V∗⊗k OPn (1) →OPn (d);
∑ ∂

∂zi
⊗ gi 7→

∑
gi

∂h

∂z j

がさだまり,これは
∑n

i=0
∂
∂zi
倍射OPn →V∗⊗k OPn (1);1 7→∑n

i=0
∂
∂zi

⊗1と合成すると, Euler’s Formulaにより d ·h
倍射に等しくなる.つまりつぎの図式を得る:

0 // OPn

∑n
i=0

∂
∂zi //

d ·h
**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV V∗⊗k OPn (1) //

D(h)

&&NNNNNNNNNNN TPn // 0

OPn (d)

これらの射を超曲面 X = Z (h)の上の制限すると, h|X = 0であることから, D(h)|X は X 上の bundleの left exact

sequence
0 → TX → TPn |X →OX (d) =NX |Pn

をみちびくこととなる.

Remark 3.3. p - d であるならDは単射となる:実際,

ζ : V⊗k H 0(Pn ,OPn (d −1)) → H 0(Pn ,OPn (d));
∑

d zi ⊗hi 7→
∑

hi zi

とさだめると, Euler’s Formulaにより ζ◦Dは d 倍写像であり同型となるから,特に ζは全射でDは単射となる.

Remark 3.4. p | d であるときは,

H 0(Pn ,OPn (e)) → H 0(Pn ,OP1 (pe))∼; h → hp

なる対応が k-linear mapとなる.ただし k-linear space Vに対し “·”をもともとの kの作用として,あらたな kの

作用 “•”を
a • v = ap · v for a ∈ k, v ∈V

と決めた時さだまる k-linear spaceを V∼ と表した. 注意として, Vと V∼ とは集合として一致し,とくに基底が

1 : 1に対応するので次元も等しくなる.

Lemma 3.5. p | d とする. このとき ker f ∗
d ∩ kerD = (ker f ∗

p−1·d )p が成立し, それ故に dim(ker f ∗
d ∩ kerD) =

dimker f ∗
p−1·d É (n+p−1·d

p−1·d
)− (c ·p−1 ·d +1)なる不等式がなりたつ. 特に p = d であるときは dimker( f ∗

d ∩kerD) =
dim f ∗

1 となる.



(2007 年 2 月 6 日) 11

Proof. e = p−1 ·d とおく.このとき kerD =
〈{

zpi0
0 . . . zpin

n |∑ ik = e
}〉
と記述できて, h ∈ ker f ∗

d ∩kerDをとれば,

h = ∑
i0+···+in=e

αi0,...,in zpi0
0 . . . zpin

n =
( ∑

i0+···+in=e
α

1
p
i0,...,in

zi0
0 . . . zin

n

)p

と表せられので, f ∗(h) = 0であることから h′ = ∑
i0+···+in=e α

1
p
i0,...,in

zi0
0 . . . zin

n として f ∗(h′) = 0となる. つまり

h′ ∈ ker f ∗
e をとれて h = (h′)p となる.

また δ(d)
f と δ(d+m)

f との間にはつぎの関係がなりたつ:

Proposition 3.6. d Ê 1, m > 0に対し以下の図式が可換となる:

ker f ∗
d ⊗H 0(Pn ,OPn (m))

δ(d)
f ⊗ f ∗

m
//

²²

H(d) ⊗H 0(P1, f ∗(OPn (m)))

²²²²
ker f ∗

d+m

δ(d+m)
f //

H(d+m)

Proof. h ∈ ker f ∗
d , g ∈ H 0(Pn ,OPn (m))に対して,

δ f (g h) = (γ∗)−1( f ∗(D(g h))) = (γ∗)−1( f ∗(hD(g )+ (g D(h))))

= (γ∗)−1( f ∗(g ) f ∗(D(h)))) = f ∗(g )δ f (h)

と計算できるので.

3.2 全射性の検證

(]) d Ê 1とし,また f ∈ Morc (P1,Pn)を immersionとして, C = f (P1) ⊂Pn とおく. さらに f ∗
d−1は全射である

ものとし, max
{

ai
∣∣ f ∗NC |Pn =⊕n−1

i=1 OP1 (ai )
}É cd とする.

以下では,この条件 (])を満す f に対する δ(d)
f が全射となるための条件について調べることとしよう.

3.2.1 Pn = 〈C 〉 への帰着
Proposition 3.7. f : P1 →Pn を条件 (])を満すものとし, Ln−m = 〈C 〉を C のはる n −m次 linear varietyとする.

このとき f̄ : P1 → L 'Pn−m についての δ f̄ が全射となることと,もとの f : P1 →Pn についての δ f が全射となる

こととは同値である.

Proof. l1, . . . , lm を Lを定義する一次式とする.このとき, k-vector space U = k ·dl1 +·· ·+k ·dlm をとり, normal

bundle間の P1上の split exact sequence:

0 → f ∗NC |L → f ∗NC |Pn → f ∗NL|Pn =U∗⊗k f ∗(OPn (1)) → 0

をさだめる事ができる.また resL により Lへの制限写像を表すことにすると,以下の図式がなりたつ:

0 // ker(resL) //

ε

²²

ker f ∗d

δ f

²²

resL // ker f̄ ∗d
δ f̄

²²

// 0

0 // HomO( f ∗NL|Pn , f ∗(OPn (d))) // HomO( f ∗NC |Pn , f ∗(OPn (d))) // HomO( f̄ ∗NC |L , f̄ ∗(OL(d))) // 0

U ⊗k H0(P1, f ∗(OPn (d −1)))
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ここで εの全射であることが示せれば, δ f と δ f̄ との全射性が同値条件であることがわかる.

さて h ∈ ker(resL)をとると,これに対し h1, . . . ,hm ∈ H 0(Pn ,OPn (d −1))が存在して h = h1 · l1 +·· ·+hm · lm な

る形に表されるので, f ∗(li ) = 0より ε(h) = f ∗(h1) ·dl1 +·· ·+ f ∗(hm) ·dlm がなりたつ.つまり次の可換図式を得

られる:
ker(resL)

ε

²²

U ⊗k H 0(Pn ,OPn (d))oo

1U⊗ f ∗
d−1ttjjjjjjjjjjjjjjjj

U ⊗k H 0(P1, f ∗(OP1 (d)))

いま f ∗
d−1は全射として居るので, εの全射なることを得る.

Remark 3.8. 特に f が条件 (])をみたすなら可換図式

H 0(Pn ,OPn (d −1))
f ∗

d−1

))TTTTTTTTTTTTTTT

²²
H 0(L,OL(d −1))

f̄ ∗
d−1 // H 0(P1, f ∗(OPn (d −1)))

により f ∗
d−1が全射であることから f̄ ∗

d−1の全射となることがわかり, f̄ も条件 (])をみたすことが示される.

3.2.2 一般の場合

Proposition 3.9. f : P1 →Pn を条件 (])を満すものとする.このとき,[(n+d
d

)+c(n +1)−n(cd +1)−2
]
−dim(ker f ∗

d ∩kerD) Ê 0 (3.9.1)

であることと δ f が全射であることとは同値になる.

Proof. D(ker f ∗
d ) ⊂ F−1(γ∗H) であることに注意する. δ f が全射であるためには, α 6= 0 ∈ γ∗H に対し

D(ker f ∗
d )∩F−1(〈α〉) 6= 0であればよい.そこでこの k-linear spaceの次元を調べることにすると

F−1(〈α〉) = 1+dimkerF

dimF−1(γ∗H) = dimH+dimkerF

により,

dim(D(ker f ∗
d )∩F−1(〈α〉)) = dimD(ker f ∗

d )+dimF−1(〈α〉)−dim(D(ker f ∗
d )+F−1(〈α〉))

Ê dimD(ker f ∗
d )+dimF−1(〈α〉)−dimF−1(γ∗H) (∗)

= dimker f ∗
d −dim(ker f ∗

d ∩kerD)+1−dimH

と計算できる. P1 上の splitting NC |Pn = ⊕n−1
i=1 OP1 (ai ) をとると, H = ⊕n−1

i=1 H 0(P1,OP1 (cd − ai )) と表せられ

dimH=∑n−1
i=1 cd −ai +1 = (n −1)(cd +1)− (c(n +1)−2)となり,計算を継続すれば

dim(D(ker f ∗
d )∩F−1(〈α〉))

Ê
[(n+d

d

)− (cd +1)
]
+1− [(n −1)(cd +1)− (c(n +1)−2)]−dim(ker f ∗

d ∩kerD) (∗)

=
[(n+d

d

)+c(n +1)−n(cd +1)−1
]
−dim(ker f ∗

d ∩kerD)

とわかる.それ故に (3.9.1)が成立するなら dim(D(ker f ∗
d )∩F−1(〈α〉)) Ê 1であり, δ f の全射であることがわかる.

また δ f が全射であるとすると, F−1(γ∗H) = D(ker f ∗
d )+F−1(〈α〉)となる*3 ので,上の不等式の (∗)において等号

がなりたつことになり, (3.9.1)の成立することがわかる.

*3 実際, ∀v ∈ F−1(γ∗H)に対し, ∃w ∈ D(ker f ∗d ) s.t. F (v)−α= F (w), β ∈ F−1(α)として x = w+β−v ∈ kerF となる.故に v = w+(β−x) ∈
D(ker f ∗d )+F−1(〈α〉)となる.
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Corollary 3.10. f : P1 →Pn を条件 (])を満すものとし,さらに n Ê c であるとする.このとき,[(n+d
d

)+n2(1−d)−2
]
−dim(ker f ∗

d ∩kerD) Ê 0 (3.10.1)

であるなら δ f は全射となる.

Theorem 3.11. (3.11.a) n Ê 2, d Ê 3に対し, δ f は全射となる.

(3.11.b) c = 2の場合は n Ê 2,d Ê 2の範囲でも, δ f は全射となる.

Proof. (i) c Ê nの場合:まづ p - d の場合に対応する (3.10.1)の関数

Φ(n,d) = (n+d
d

)+n2(1−d)−2

をみる.差分の作用素の行列を A =


1 ∆n ∆2

n ∆3
n

∆d ∆d∆n ∆d∆
2
n

∆2
d ∆2

d∆n

とおくと,

(AΦ)(n,d) =


(n+d

d

)+n2(1−d)−2
(n+d

d−1

)+ (2n +1)(1−d)
(n+d

d−2

)+2(1−d)
(n+d

d−3

)(n+d
d+1

)−n2
(n+d

d

)− (2n +1)
(n+d

d+1

)−2(n+d
d+2

) (n+d
d+1

)


であり,特に

(AΦ)(2,3) =
 0 0 1 ∗∗

1 5 ∗∗
∗∗ ∗∗


である. ここで上記 (AΦ)(2,3)の ∗∗にあたる部分は, n Ê 2,d Ê 3に対しつねに 0より大きいので,この範囲の

n,d についてΦ(n,d) Ê 0が示される.

つぎに (3.5)より
[(n+d

d

)+n2(1−d)−2
]
−dim(ker f ∗

d ∩kerD) Ê
[(n+d

d

)+n2(1−d)−2
]
−

[(n+p−1·d
p−1·d

)− (n ·p−1 ·d +1)
]

であるので e = p−1 ·d とおき, p | d の場合に対応する関数を

Ψ(p,n,e) =Ψp (n,e) =
[(n+pe

pe

)+n2(1−pe)−2
]
− [(n+e

e

)− (ne +1)
]

とさだめる.このときψp (n,e) = (n+pe
pe

)
とおくと,

(AΨp )(n,e) = (Aψp )(n,e) +n2(1−pe)+ (ne +1)− (n+e
e

)−2 (2n +1)(1−pe)+e − (n+e
e−1

)
2(1−pe)− (n+e

e−2

) −(n+e
e−3

)
−pn2 +n − (n+e

e+1

) −p(2n +1)+1− (n+e
e

) −2p − (n+e
e+1

)
−(n+e

e+2

) −(n+e
e+1

)


となる. 一方で (∆pΨ)(p,n,e) = (n+(p+1)e
(p+1)e

)− (n+pe
pe

)− n2e に対し, −n2e の項が生き残る作用素の行列 B =[
1 ∆n ∆2

n

∆e ∆n∆e ∆2
n∆e

]
をとると, (B∆pΨ)(2,1,1) =

[
0 0 1

0 5 20

]
と計算される. また B 以外に対応する作用素

については,つねに 0以上の値をとるので, p Ê 2,n Ê 1,e Ê 1の範囲でΨ(p +1,n,e) ÊΨ(p,n,e)であることがわ

かる.ここで

(AΨ3)(1,1) =
 0 0 0 ∗∗

0 5 ∗∗
∗∗ ∗∗

 (AΨ2)(1,2) =
 0 0 3 ∗∗

0 3 ∗∗
∗∗ ∗∗


である. これより, n Ê 1,e Ê 1 (n Ê 1,e Ê 2)の範囲で ∗∗の部分はつねに 0以上の数をとるから, Ψ3 Ê 0 (Ψ2 Ê 0)

となり,それ故に p Ê 3 (p Ê 2)ならΨp (n,e) Ê 0となることがわかる.
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以上まとめると,

(n,d) Φ(n,d) Ê 0 if n Ê 2,d Ê 3, (3.11.1)

(n, pe) Ψp (n,e) Ê 0 if p Ê 3,n Ê 1,e Ê 1, (3.11.2)

(n, pe) Ψp (n,e) Ê 0 if p Ê 2,n Ê 1,e Ê 2 (3.11.3)

であるので, n Ê 2,d Ê 3であるなら δ f の全射なることが示される. 実際, p - d なら (3.11.1)より o.k. で,また

p | d かつ p Ê 3なら e = p−1d Ê 1なので (3.11.2)により良く, 2 | d の時は e = 2−1d Ê 2なので (3.11.3)により良

いことがわかる.

またつけ足して n = 2,d = 2の時は, p 6= 2なら Φ(2,2) = 0であることから, p = 2ならΨ(2,1) = 0であることか

ら, δ f が全射とわかる.

(ii) n > c の場合: Lm = 〈C 〉とおけばm = dimLについて 2 É m É c であり,ここで (3.7)により f̄ : P1 → Lに関

する δ f̄ が全射であればよいことがわかる.それ故この場合も (i)に帰着される.

3.2.3 f を Veronese embedding とする場合

n = c として f : P1 →Pc の c 次 Veronese embeddingとする場合には (3.11)をことなる方法で示すことができ

る (最終的には (3.14)および (3.16)による). § 4.5における議論と同様に標準的な写像

f : P1 →Pc ; (z0, z1 . . . , zn) 7→ (t c , t c−1u, . . . ,uc )

を取り,対応する有理曲線を C とおく.このとき ideal IC ⊂ k[t ,u]は
{

xi x j − xi−1x j+1
}

0ÉiÉ jÉn−1なる 2次式によ

り生成されることになる.そこで, d = 2の場合の (3.1.3)をみると以下の可換図式を得る:

H(2) =U ⊗k H 0(P1, f ∗(OPc (1))⊗OP1 (−2)))²²

γ∗

²²
ker f ∗

2

½ ''OOOOOOOOOOOO
⊂

δ(2)
f

½
00

H 0(Pc ,OPc (2))

D

²²

V⊗k HomO
P1 ( f ∗(OPc (1)), f ∗(OPc (2)))

V⊗k H 0(Pc ,OPc (1))
F (1)

'
// V⊗k H 0(P1, f ∗(OPc (1)))

ただし, U は (4.18)の議論における c −1次の k-linear spaceとした.

Remark 3.12. (3.12.a) F (1)は同型となる.

(3.12.b) (3.5)によるとDは ker f ∗
2 の上で標数によらず単射となるので, δ(2)

f も単射となることがわかる.

(3.12.c) dimker f ∗
2 = c(c−1)

2 , dimH(2) = (c −1)2である.

つぎに d > 2に対しては, C が 2次式で生成されることと (3.6)とにより以下の図式が可換となる

ker f ∗
2 ⊗H 0(Pc ,OPc (d −2))

δ(2)
f ⊗ f ∗

d−2//

²²²²

H(2) ⊗H 0(P1, f ∗(OPc (d −2)))

²²²²
ker f ∗

d

δ(d)
f //

H(d)

それ故につぎを得られる:

Lemma 3.13. δ(d)
f が全射であるためには, δ(2)

d (ker f ∗
2 )⊗H 0(P1, f ∗(OPc (d −2))) =H(d) であることが必要充分で

ある.



(2007 年 2 月 6 日) 15

Corollary 3.14. f : P1 → Pc を c 次 Veronese embeddingとし,また c = 2であるとする. このとき δ(2)
f は全射で,

それ故すべての d Ê 2に対し, δ(d)
f は全射となる.

Proof. dimker f ∗
2 = dimH(2) = 1であるので.

さらに詳細な計算にすすむ. C の idealの生成元 xi x j −xi−1x j+1の δ f のよる行き先を記述する事としよう.

Lemma 3.15. 0 É i É j É n −1に対し, δ f (xi x j −xi−1x j+1) = −(t c− j−1u j−1ξi + t c− j u j−2ξi+1 +·· ·+ t c−i−1ui−1ξ j )

なる等式がなりたつ.

Proof. (4.18)により γ∗(ξi ) = u2ei−1 −2tuei + t 2ei+1 = u(uei−1 − tei )− t (uei − tei+1)と書けるので, a Ê 0に対

して
γ∗(uaξi + tua−1ξi+1 +·· ·+ t aξi+a) = ua+1(uei−1 − tei )− t a+1(uei+a − tei+a+1)

となる. a = j − i を代入すれば

γ∗(u j−iξi + tu j−i−1ξi+1 +·· ·+ t j−iξ j ) = u j−i+1(uei−1 − tei )− t j−i+1(ue j − te j+1)

を得る.ここで xi x j+1 −xi+1x j の (F ◦D)の送りさきを計算すると,

(F ◦D)(xi x j −xi−1x j+1) = F ((xi e j +x j ei )− (xi−1e j+1 + x j+1ei−1))

= (t c−i ui e j + t c− j u j ei )− (t c−i+1ui−1e j+1 + t c− j−1u j+1ei−1)

=−t c− j−1u j (uei−1 − tei )+ t c−i ui−1(ue j − te j+1)

=−t c− j−1ui−1(u j−i+1(uei−1 − tei )− t j−i+1(ue j − te j+1))

となるので, (F ◦D)(xi x j −xi−1x j+1) = γ∗(−t c− j−1ui−1(u j−iξi + tu j−i−1ξi+1 + ·· · + t j−iξ j )) であることがわか

る.

Proposition 3.16. H 0(P1,OP1 (1))⊗δ f (ker f ∗
2 ) = H 0(P1, f ∗(OPn (1))⊗OP1 (1)).

Proof. δ f (xi x j −xi−1x j+1)はつぎの行列で表示できる:

M(δ) =−[
δ f (xi x j −xi−1x j+1)

]
1Éi , jÉc−1

=


t c−2ξ1 t c−3uξ1 + t c−2ξ2 t c−4u2ξ1 + t c−3uξ2 + t c−2ξ3 . . . . . . uc−2ξ1 + tuc−3ξ2 +·· ·+ t c−2ξc−1

∗ t c−3uξ2 t c−4u2ξ2 + t c−3uξ3 . . . . . . uc−2ξ2 + tuc−3ξ3 +·· ·+ t c−3uξc−1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗ uc−2ξc−1


これを観察すれば 1 É i É c −1, 1 É j É c −2, i É j に対して,

t M(δ)i , j+1 −uM(δ)i , j = t (t c− j−2u jξi + t c− j−1u j−1ξi+1 +·· ·+ t c−i−1ui−1ξ j+1)

−u(t c− j−1u j−1ξi + t c− j u j−2ξi+1 +·· ·+ t c−i−1ui−1ξ j ) = t c−i ui−1ξ j+1

を得られ,また 1 É i É c −2, 1 É j É c −1, i < j に対して,

uM(δ)i , j − t M(δ)i+1, j = u(t c− j−1u j−1ξi + t c− j u j−2ξi+1 +·· ·+ t c−i−1ui−1ξ j )

t (t c− j−1u j−1ξi+1 + t c− j u j−2ξi+2 +·· ·+ t c−i−2uiξ j ) = t c− j−1u jξi

を得られる. つまり, 各 1 É i É c − 1 に対して j 6= i − 1, i なる t c− j−1u jξi を生成できることはわかる. 一

方 t c−i−1uiξi = u(t c−i−1ui−1ξi ), t c−i ui−1ξi = t (t c−i−1ui−1ξi )であるので,合せて H 0(P1,OP1 (1))⊗δ f (ker f ∗
2 ) =

H 0(P1, f ∗(OPn (1))⊗OP1 (1))となることが示される.
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4 Appendix

4.1 MG の構成方法

Definition 4.1. 0 < r < n, 0 < c として V = H 0(Pn ,OPn (1)),W = H 0(Pr ,OPr (1)) とおく. このとき

c ′ É min
{(c+r

r

)−1,n
}
に対し, G=G(c ′,Pn), V ⊗k OG →Q, Φ :=Hom(Q,ScW ⊗k OG)とおき,さらにMG := P(Φ∨)

とさだめると, Φ→ Hom(V ,ScW )⊗k OGなるmorphism of sheaves on Gにより写像

q̄ : MG → Morc (P1,Pn)

が導かれる. ここで, MG := q̄−1(Morc (Pr ,Pn))なる quasi-projective variety of dimension (c ′+1)(n − c ′)+ (c ′+
1)

(c+r
r

)−1を定義すると,つぎの図式を得る:

MG

q //

πG

²²

Morc (Pr ,Pn)

G

MG は各 L ∈ Gに対し, π−1
G

(L) = {
f ∈ Morc (Pr ,Pn)

∣∣ f (P1) ⊂ L
}
となるものである. 以後, MG の各元 F を f =

q(F ),L =πG(F )により F = ( f ,L)と表記することとする.

4.2 超曲面により定まる射 D(h) の構造

X = Z (h) ⊂Pn を d 次超曲面とする.このとき X 上の right exact sequence

N∨
X |Pn =OX (−d)

ν−→ΩPn |X →ΩX → 0,

がさだまる.またさらに次がわかる:

Lemma 4.2 (cf. [Hartshorne, 1977, II, thm 8.13]). V= k ·d z0 +·· ·+k ·d zn なる k-vector spaceをとるとき, Pn 上

の exact sequence

0 →ΩPn
µ−→V⊗k OPn (−1)

σ−→OPn → 0.

がさだまる. ここで µは標準的な open covering Ui = { zi 6= 0} ⊂ Pn の上において µ
(
d

(
z j

zi

))
= d z j ⊗zi−d zi⊗z j

z2
i

によ

り定まる射であり,また σは σ(1) : V⊗k OPn →OPn (1);d zi ⊗1 7→ zi により定まる射である.

Proposition 4.3. D(h) =µ|X ◦ν : N∨
X |Pn →V⊗k OX (−1)は 1 7→∑n

j=0 d z j ⊗ ∂h
∂z j
により定まる射となる.

Proof. 標準的な open covering Ui = { zi 6= 0} ⊂ Pn , ρi : Ui ' Speck
[

z0
zi

, . . . , zn
zi

]
,をとり, hi := h

zd
i

とおくことにす

る.このとき以下の図式が得られる:

H 0(Xi ,OX (−d))
νi //

zd
i

²²

H 0(Ui ,ΩPn )
µ|Xi //

²²

V⊗k H 0(Xi ,OX (−1))

k
[

z0
zi

, . . . , zn
zi

] d(hi ) // k ·d
(

z0
zi

)
+·· ·+k ·d

(
zn
zi

)
ϕi

55jjjjjjjjjjjjjjj
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ただし ϕi

(
d

(
z j

zi

))
= zi d z j −z j d zi

z2
i

, d(hi ) =∑ ∂hi

∂
( z j

zi

) d
(

z j

zi

)
とおいた.これによりて計算すれば

(µ|Xi ◦νi )

(
1

zd
i

)
=ϕi (d(hi )) =∑ ∂hi

∂
(

z j

zi

) zi d z j − z j d zi

z2
i

= 1

zd+1
i

∑
j 6=i

∂h

∂z j
(zi d z j − z j d zi ) = 1

zd+1
i

(∑
j 6=i

∂h

∂z j
zi d z j −d zi

∑
j 6=i

∂h

∂z j
z j

)
= 1

zd
i

n∑
j=0

∂h

∂z j
d z j

となるので命題の成立することがわかる.

4.3 Normal bundle の splitting に関して

f ∈ Morimm
c (P1,Pn)とし, f ∗NC |Pn = ⊕n−1

i=1 OP1 (ai )により P1 上での splittingを表す. このときmax ai はいか

なる値で抑ることができるか. n É c として議論すれば充分なのでその様にし,また a1 = max ai としておく.

Remark 4.4.
∑

ai = c(n +1)−2であることはわかる.また c = 2,3についてはmax ai = c +2となる (§ 4.5).

さて, Pを f ∗(OP1 (1))に関する 1次の principal partとすると,

0 → f ∗N∨
C |Pn ⊗k OP1 (c) '

n−2⊕
i=1

OP1 (c −ai ) →V⊗k OP1 →P→ 0

なる P1の上の完全列を得る.

Lemma 4.5. min ai Ê c

Proof. H 0( f ∗N∨
C |Pn ⊗k O(c −1)) ,→ H 0(V⊗k O(−1)) = 0により −ai +c −1 É−1なので.

Lemma 4.6. max ai É 3c −2

Proof. a2 = ·· · = an−1 = c として計算してみると, a0 = [c(n +1)−2]−c(n −2) = 3c −2となるので.

4.4 f ∗
d の全射性に関して

4.4.1 smoothness との関連

Lemma 4.7. C ⊂ Pn : rational curve of degree c とする. このとき, C が smooth であることと, C の Hilbert

polynamialが PC (t ) = ct +1と表されることとは同値である.

4.4.2 d À 0

f ∈ Morimm
c (P1,Pn)をとり, C ⊂ Pn をそれに対応する smooth rational curve of degree c とする. また 1次式

x ∈ k[z]1により決まる hyperplane Z (x) ⊂Pn に対して, B = Z (x)∩C = {P1, . . . ,Pc }を重複度をこめた c 個の点の

なす schemeであるとする (重複するときは Pi = Pi+1の様にする).

f に対応する環の射 ϕ : k[z] → k[t ,u](c) について S(C ) = imϕ ⊂ k[t ,u](c) で,さらに ξ = ϕ(x) ∈ S(C )とおけば

S(B) = S(C )/ξ ·S(C )であり,また 0 → S(C )d−1
ξ−→ S(C )d → S(B)d → 0なる k-linear spaceの完全列により

dimS(B)d = dimS(C )d −dimS(C )d−1

が成立する. ここで F : S(B) → (k[t ,u]/ξ ·k[t ,u])(c) をとり, S(B) := imF = S(C )/S(C ) ∩ ξ ·k[t ,u] ⊂
(k[t ,u]/ξ ·k[t ,u])(c)とおくと,これに対して

dimS(B)d −S(B)d = dim(S(C )∩ξ ·k[t ,u])d −dim(ξ ·S(C ))d (4.7.1)
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なる等号がなりたつ.

Example 4.8. S(B) 6= S(B) の例: f : P1 → P3; (t ,u) 7→ (t 4, t 3u, tu3,u4) をとり x = z0 とすると, S(C ) =
k[t 4, t 3u, tu3,u4]であり S(B) = S(C )/t 4 ·S(C )であるので, 2次の斉次式をみれば

S(B)2 =
〈

t 6u, t 3u5, t 2u6, t 1u7,u8 〉 6= S(B)2 =
〈

t 3u5, t 2u6, t 1u7,u8 〉
とわかる.

Lemma 4.9. d Ê 1に対し dimS(B)d は d についての単調増加な関数で,また dimS(B)d Ê min{d +1,c }であり,

さらに d Ê c −1であるなら dimS(B)d = c である.

Proof. pi ∈C に対応する k[t ,u]の一次式を li とし,おなじく対応する S(C )の homogeneous idealを Ji = Ipi =
S(C )∩ (li )とし,また Ji1,...is = S(C )∩ (li1 , . . . , lis )とおく.このとき S(B) = S(C )/J1,...,c となる.さて,

(l1 · · · lc ) á . . . á (l1l2l3) á (l1l2) á (l1) á k[t ,u]

J1,...,c á . . . á J1,2,3 á J1,2 á J1 á S(C )

なる idealの列に対し

T 1
d = (S(C )/J1)d ' (k[t ,u]/l1)cd ' k

T 2
d = (J1/J1,2)d ½ ((l1)/(l1l2))cd

l1←−' (k[t ,u]/l2)cd−1 ' k

T 3
d = (J1,2/J1,2,3)d ½ ((l1l2)/(l1l2l3))cd

l1l2←−−' (k[t ,u]/l3)cd−2 ' k

...

T c
d = (J1,...,c−1/J1,...,c )d ½ ((l1 · · · lc )/(l1 · · · lc−1))cd

l1···lc−1←−−−−−' (k[t ,u]/lc )cd−c+1 ' k

なる関係が成立し, またここで dimS(B)d = dimT 1
d + ·· · +dimT c

d であることがわかる. 1 É s É c について

dimT s
d = 0 or 1であり,特に d Ê s −1なるものについては dimT s

d = 1となる:実際, 1 É i É s −1に対し{
ηi ∈ (Ji \ Js )1 if Pi 6= Ps

ηi ∈ (Js \ (S(C )∩ (l 2
s )))1 if Pi = Ps

および ζ ∈ (S(C )\ Js )1をとれば, ζd−s+1 ·η1 ·η2 · · ·ηs−1 ∈ (J1,...,s−1)d \(J1,...,s )d の成立して居ることがわかるので.

Question 4.10. d Ê c −1のときに f ∗
d の全射でないことはあるのか?

Proposition 4.11. ある d0について S(C )d0 = k[t ,u]d0 であるなら, d Ê d0に対して S(C )d = k[t ,u]d が成立する.

Proof. (ξ ·S(C ))d0+1 = ξ ·S(C )d0 = ξ ·k[t ,u]d0 なので d0+1に関し,式 (4.7.1)は 0となる.故に S(B)d0+1 = S(B)d0+1

となることがわかる. また一方で (4.9)の證明中の ideal J1,2,··· ,s らについて, d0において k-linear spaceの真の増

大列
(J1,...,c )d0 á . . . á (J1,2,3)d0 á (J1,2)d0 á (J1)d0 á S(C )d0

を得られるので, dimS(B)d0 = c であり, (4.9) により dimS(B)d0+1 = c で, 結局 dimS(C )d0+1 = dimS(C )d0+1 +
dimdimS(B)d0+1 = (c +1)d +1とわかる.あとは帰納的に示される.

Corollary 4.12. d À 0に対してMor(d)
c (P1,Pn) = Morimm

c (P1,Pn)となる.

Proof. (4.11) から Mor(1)
c (P1,Pn) ⊂ Mor(2)

c (P1,Pn) ⊂ ·· · ⊂ Mor(d)
c (P1,Pn) ⊂ ·· · なる増大列を得られ, Noether

性からこれはある d0 で止まることになるが, 一方
⋃

d∈N Mor(d)
c (P1,Pn) = Morimm

c (P1,Pn) であるので,

Mor(d0)
c (P1,Pn) = Morimm

c (P1,Pn)が示される.



(2007 年 2 月 6 日) 19

Remark 4.13. c = 1,2,3のときは常にMor(d)
c (P1,Pn) = Morimm

c (P1,Pn)である.

Lemma 4.14. c = 4のとき, d Ê 2であるなら,等号Mor(d)
c (P1,Pn) = Morimm

c (P1,Pn)が成立する.

Proof. f ∈ Morimm
4 (P1,Pn)をとり,対応する有理曲線を C ⊂Pn とし,またそれがはる linear subspaceを L = 〈C 〉

と表す. dimL = 4であるときには f ∗
1 が全射となりよいので, dimL = 3の場合をみる. このとき f̄ : P1 → C ⊂

L ' P3 に対応する k-linear map ϕ = f̄ ∗
3 : H 0(L,OL(2)) → H 0(P1,OP1 (8))について全射が示せればよい. ここで

dimker(ϕ) Ê dim H 0(L,OL(2))−dim H 0(P1,OP1 (8)) = 10−9 = 1と計算されるが,もし dim H 0(L,OL(2)) > 1であ

るなら P3(= L)のことなる二次超曲面Q1 6=Q2 ⊂P3により, C =Q1 ∩Q2と C は complete intersectionとして書

き表されることになる.しかしこれはC が smooth rational curveであることに矛盾する.結果, dimker(ϕ) = 1で

あるので ϕ全射とわかる.

4.4.3 例

Lemma 4.15. c Ê 2なる整数に対して

{ a1 ·0+a2 ·1+a3 · (c −1)+a4 · c | a1 +a2 +a3 +a4 = c −2, ai ∈ZÊ0 } = {0, . . . ,c(c −2)}

が成立する.

Proof. 0 É∀m É c(c −2)を 0 É i , j É c −2によりm = mi , j = i · (c −1)+ j と表すことにする.これはつぎの様な図

に対応する:

[mi , j ]0Éi , jÉc−2 =


0 1 · · · c −3 c −2

c −1 c · · · 2c −4 2c −3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(c −2)(c −1) (c −2)(c −1)+1 · · · (c −2)c −1 (c −2)c


このとき i É j であればm = (c −2− j ) ·0+ ( j − i ) ·1+ i ·c とかけて,また同様に j É i であればm = (c −2− i ) ·0+
(i − j ) · (c −1)+ j · c とかくことができる.

Corollary 4.16. Ji = (t i )∩S(C )とおき,ある s に対し (Jsc )s á (Jsc−1)s á (Jsc−2)s , (J2)s á (J1)s á S(C )s となるとす

る.このとき S(C )sc−2 = k[t ,u]sc(sc−2)が成立する.

Example 4.17. S(C ) = k[t c , t c−1u, tuc−1,uc ]ならば S(C )c−2 = k[t ,u](c−2)c となる.

4.5 Veronese embedding の Normal bundle に関して

P1から Pc への c 次 Veronese embeddingにより定まる有理曲線をC とする.座標を選ぶことで,

f : P1 →Pc ; (t ,u) 7→ ( f1, . . . , fn) = (t c , t c−1u, . . . ,uc )

なる写像により C = f (P1) ⊂ Pc と見ることができる. ここで P1 を f ∗(OPc (1)) =OP1 (c)の一次の principal part,

V = H 0(OPc (1))を次数 1の基底 e0, . . . ,ec による k-vector spaceとすると,つぎの図式を得られる:
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0

²²

0

²²
( f ∗N∨

C |Pc )(c)

²²

( f ∗N∨
C |Pc )(c)

g

²²
0 // ( f ∗Ω1

Pc )(c) //

²²

V ⊗k OP1 //

a1

²²

OP1 (c) // 0

0 // Ω1
P1 (c) //

²²

P1 //

²²

OP1 (c) // 0

0 0

さて S = S(P1) = k[t ,u]とする. このとき以下の命題により, g を S の斉次多項式の行列として表すことがで

きる.

Proposition 4.18. U = kξ1 +·· ·+kξc−1なる k-vector spaceにより ( f ∗N∨
C |Pc )(c) =U ⊗k OP1 (−2)とかけて,さら

に g を

G =


u2 −2tu t 2 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 u2 −2tu t 2 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 u2 −2tu t 2

 ∈ M(n +1,n −1;S2)

なる行列により g (2) : U ⊗k OP1 →V ⊗k OP1 (2); (ξ1 . . .ξc−1) 7→ (e0 . . .ec ) tG と表すことができる.

Proof. まづ p - c であるなら P1 は O(c −1)η0 +O(c −1)η1 と書けて,また a1(ei ) =
(
∂ fi
∂t , ∂ fi

∂u

)
となる ([Kaji, 1985,

1.2.a]).故につぎの c −1次の斉次多項式の行列

H =
[

ct c−1 (c −1)t c−2u (c −2)t c−3u2 (c −3)t c−4u3 · · · uc−1 0
0 t c−1 2t c−2u 3t c−3u · · · (c −1)tuc−2 cuc−1

]
により a1 : V ⊗k OP1 → P1; (e0 . . .ec ) 7→ (η0 η1) H と表すことができる. ここで W = 〈

(e0 . . .ec ) tG
〉 ⊂ V ⊗k

H 0(OP1 (2))とするとW ⊂ ker H 0(a1(2))であるが, k-vector spaceとしての次元を比較するとW = ker H 0(a1(2))

であることがわかり,命題の成立することが示される.

つぎに p | c であるとすると, P1 の splittingは O(c)⊕O(c −2)となり, a1(ei ) =
(

fi ,u−1 ∂ fi
∂t

)
となる ([Kaji, 1985,

1.2.b]).これにより a1は

H =
[

t c t c−1u t c−2u2 t c−3u3 · · · tuc−1 uc

0 (c −1)t c−2 (c −2)t c−3u1 (c −3)t c−4u2 · · · uc−2 0

]
と行列表示され,このときも p - c の場合と同様の議論で命題を示すことができる.
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