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1. Introduction

Y を複素数体 C 上の nonsingular irreducible surfaceとし、その d(≧ 2) 次 (branched)
cyclic cover

fd : Xd = Spec(
d−1⊕
i=0

OY (−iD)) −−−→ Y

として得られる nonsingular irreducible surface Xd を考える。このとき Xd がどのような
曲面になるかということは非常に興味深い問題である。

そこで Bd ∼ dD を fd の branch divisor とすると、次の結果を得る。

Proposition 2.13

(1) pn(Xd) =
d−1∑
i=0

h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)− iD))

(2) pg(Xd) =
1

12
(d− 1)(2D2d2+(3KY −D)Dd+12− 12q(Y ))+dpg(Y )+

d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

(3) q(Xd) = q(Y ) +
d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

(4) KY
2 = d(KY + (d− 1)D)2

(5) κ(Xd) ≧ 0 のとき、次の条件は同値となる。
(a) KY + (d− 1)D は numerically effective
(b) Xd は minimal。

特に、Y が genus g の nonsingular irreducible curve C 上における invertible sheaf の
直和によって定められた decomposable ruled surface

p : Y = P(OC ⊕OC(e)) −−−→ C

（e はC上の divisor で degCe ≦ 0）の時、Xd はどのような曲面になるかを考える。D ≡
aC0 + bF としたとき、g, e, a, b, d の値により Xd を分類するとTheorem 4.5 を得る。

次に、上記の応用として、(Y,D) を固定し、十分大きい全ての d に対し nonsingular な
Y 上の d 次 (branched) cyclic cover Xd を取る場合を考えると、次の結果を得る。
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Theorem 5.7

十分大きい全ての d に対して (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が取得でき、
さらに任意の自然数 i ∈ N に対し

h1(Y,OY (−iD)) = 0, D2 > 0

となるとき Xd の minimal model を Xd とすると、d ≧ N ならばKXd

2 ≧
4pg(Xd)− 12 となる自然数 N が存在する。

このことから d ≧ N のとき、canonical かつ κ(Xd) = 2 となる Xd に対してRead予想
(5.6)は正しいことが示される。特に Y が rational ruled surface のときは N = 9、さら
に Xd がminimal な場合には N = 6 とできる (5.8), (5.9)。

以降、基礎体は全て C とし、記号は以下の通り定める（S は nonsingular irreducible
surface、D は S 上の divisor）。

• hi(S,OS(D)) := dimC H
i(S,OS(D))

• KS: S の canonical divisor（即ち OS(KS) ∼= ωS = ∧2ΩS）
• pg(S) := h0(S,OS(KS)) · · ·S の geometric genus
• pn(S) := h0(S,OS(nKS)) · · ·S の pluri-genus
• q(S) := h1(S,OS) · · ·S の irregularity
• PC(E): nonsingular irreducible curve C 上の rank2 locally free sheaf E が定める
ruled surface

• p: PC(E) から C への projection
• Fe := P(OP1 ⊕OP1(−e)) rational ruled surface
• κ(S): Sの小平次元
• ∼: linearly equivalent
• ≡: numerically equivalent
• Cl(S): S の divisor class group
• Num(S): Sの numerically equivalent class group
• |D|: (D の定める) complete linear system
• e := −degC(∧2E): ruled surface PC(E) の e-invariant
• C0: ruled surface PC(E) の minimal section (C0

2 = −e)
• F : ruled surface PC(E) における projection p の fiber
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2. Cyclic Covers on Algebraic Surface

始めに cyclic cover について、定義及び基本的な結果を述べる。

Proposition 2.1. Y を nonsingular irreduclble surface とし、D を Y 上の divisor、d を
２以上の自然数とする。dD ≁ 0、|dD| ̸= ϕ のとき、Bd ∈ |dD| とすると、locally free OY

-module
d−1⊕
i=0

OY (−iD) に対して、自然に OY -algebra の構造が入る。そこで

Xd := Spec(
d−1⊕
i=0

OY (−iD))
fd−−−→ Y

とすると、fd は丁度 Bd 上で branch する次数 d の flat finite morphism となる。このと
き Xd 及び fd に対して以下の事が成り立つ。

(1) fd∗OXd
∼=

d−1⊕
i=0

OY (−iD)

(2) KXd
∼ fd

∗(KY + (d− 1)D) (ramification formula)
(3) Bdが nonsingular irreducible curveのとき、かつそのときに限りXdは nonsingular

irreducible surface。

Proof. [3] I. Lenma17.1 による。
□

Definition 2.2. (2.1) で Bd が nonsingular irreducible curve のときに得られる (nonsin-
gular irreducible) surface Xd を (Y,D) の (d 次 branched) cyclic cover という。

Cyclic cover Xd が得られる時、Xd がどのような曲面になるかを調べる為、以降ではい
くつかの指標値（pn, pg, q,K

2, κ）について、算出方法や判定法を導き出そう。

始めに準備として以下の結果を示す。

Lemma 2.3. (2.1) において、任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し、h0(Y,OY (−iD)) = 0。

Proof. H を Y 上の ample な divisor とすると、任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し

(−iD).H = −i(Bd.H)

d
< 0

よって | − iD| = ϕ となり h0(Y,OY (−iD)) = 0。
□

Xd の pluri genus は、以下の結果を用いて算出できる。

Proposition 2.4 (pn of cyclic cover). (2.1) において、

pn(Xd) =
d−1∑
i=0

h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)− iD))
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Proof. projection formula 及び (2.1) より

fd∗OXd
(nKXd

) ∼= fd∗(fd
∗(OY (n(KY + (d− 1)D))))

∼= (fd∗OXd
)⊗OY

OY (n(KY + (d− 1)D))

∼=
d−1⊕
i=0

OY (n(KY + (d− 1)D)− iD)

よって pg(Xd) =
d−1∑
i=0

h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)− iD)) □

特に geometric genus は、以下の結果を用いて算出できる。

Proposition 2.5 (pg of cyclic cover). (2.1) において

pg(Xd) =
1

12
(d−1)(2D2d2+(3KY −D)Dd+12−12q(Y ))+dpg(Y )+

d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

Proof. (2.4) より

pg(Xd) =
d−1∑
i=0

h0(Y,OY (KY + (d− i− 1)D))

= h0(Y,OY (KY )) +
d−1∑
i=1

h0(Y,OY (KY + iD))

となるが、任意の 1 ≦ i ≦ d − 1に対して Riemann-Roch の定理 ([1] V.Theorem 1.6) 及
び (2.3) により

h0(Y,OY (KY + iD)) =h1(Y,OY (−iD))− h0(Y,OY (−iD))

+
1

2
iD(KY + iD) + 1− q(Y ) + pg(Y )

=
1

2
D2i2 +

1

2
(KY .D)i+ 1− q(Y ) + pg(Y ) + h1(Y,OY (−iD))

従って

pg(Xd) = pg(Y ) +
1

12
d(d− 1)(2d− 1)D2 +

1

4
d(d− 1)(KY .D)

+ (d− 1)(1− q(Y ) + pg(Y )) +
d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

=
1

12
(d− 1)(2D2d2 + (3KY −D)Dd+ 12− 12q(Y )) + dpg(Y )

+
d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

□
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Xd の irregularity は、以下の結果を用いて算出できる。

Proposition 2.6 (q of cyclic cover). (2.1) において

q(Xd) = q(Y ) +
d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

すなわち、任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し、h1(Y,OY (−iD)) = 0 ならば q(Xd) = q(Y )。

Proof. fd は finite であるため、(2.1) より

H1(Xd,OXd
) ∼= H1(Y, fd∗OXd

)

∼=
d−1⊕
i=0

H1(Y,OY (−iD))

よって

q(Xd) = h1(Xd,OXd
) = q(Y ) +

d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

□
特に D が ample の場合には、以下の結果が得られる。

Corollary 2.7. D が ample なとき、任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し h1(Y,OY (−iD)) = 0。

Proof. 任意の 1 ≦ i ≦ d − 1 に対し、iD は ample であるため、小平の消滅定理 ([1]
III.Remark 7.15)より

H1(Y,OY (KY + iD)) = H1(Y,OY (−iD)) = 0

□
また、q(Y ) = 0 の場合には、以下のことが言える。

Proposition 2.8. 任意の 1 ≦ i ≦ d − 1 に対し、|iD| が irreducible curve を持ち、
q(Y ) = 0 のとき

h1(Y,OY (−iD)) = 0

Proof. 任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し、Ci ∈ |iD| を irreducible curve とすると、(2.3) より
H0(Y,OY (−Ci)) = H0(Y,OY (−iD)) = 0 であり、さらに

0 −→ OY (−Ci) −→ OY −→ OCi
−→ 0

より

–5–



0 −→H0(Y,OY (−Ci)) −→ H0(Y,OY ) −→ H0(Ci,OCi
) −→

H1(Y,OY (−Ci)) −→ H1(Y,OY ) = 0

となるため

0 = h0(Y,OY (−Ci))− h0(Y,OY ) + h0(Ci,OCi
)− h1(Y,OY (−Ci))

= 0− 1 + 1− h1(Y,OY (−Ci))

すなわち h1(Y,OY (−iD)) = h1(Y,OY (−Ci)) = 0。
□

Cyclic cover Xd 上の divisor のうち、fd により Y から pull back して得られたものに
対しては、次の結果が成立する。

Lemma 2.9. Y 上の任意の divisor C,E に対し、(fd
∗C).(fd

∗E) = d(C.E)。

Proof. [4] Prop.2.3 による。
□

これより KXd

2 について、次の結果が得られる。

Proposition 2.10 (K2 of cyclic cover). (2.1) において KY
2 = d(KY + (d− 1)D)2

Proof. (2.9) より KY
2 = d(KY + (d− 1)D)2

□
次に Y からの pull back により得られた divisor が numerically effective となるための

判定法を与えよう。

Lemma 2.11. Y 上の divisor E に対し、E が numerically effective な時、かつそのとき
に限り fd

∗(E) は numerically effective。

Proof. (⇒)

Xd 上の任意の irreducible curve C に対して C ′ := fd(C) とすると C ′ も
irreducible であり

(fd
∗(E).C) = deg(fd|C)E.C ′ ≧ 0

よって fd
∗(E) は numerically effective。

(⇐)

C が Y 上の effective divisorの時、fd
∗(C)は Xd 上の effective divisor（[4]

I.§7）であるため (2.9) より C.E =
fd

∗(C).fd
∗(E)

d
≧ 0

□
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上記より Xd 極小性を調べるための判定法が得られる。

Proposition 2.12. κ(Xd) ≧ 0 の時、以下の条件は同値である。
(1) KY + (d− 1)D は numerically effective。
(2) Xd は minimal。

Proof. (2.1) (2) より KXd
∼ fd

∗(KY + (d− 1)D) であるため、(2.11) より

KY + (d− 1)Dは numerically effective ⇔ KXd
は numerically effective

⇔ Xd は minimal。

□
以上、cyclic cover Xd について、わかったことをまとめると次のようになる。

Proposition 2.13. (2.1) の条件下において、以下の事が成り立つ。

(1) pn(Xd) =
d−1∑
i=0

h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)− iD))

(2) pg(Xd) =
1

12
(d − 1)(2D2d2 + (3KY − D)Dd + 12 − 12q(Y )) + dpg(Y ) +

d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

(3) q(Xd) = q(Y ) +
d−1∑
i=1

h1(Y,OY (−iD))

(4) KY
2 = d(KY + (d− 1)D)2

(5) κ(Xd) ≧ 0 のとき、次の条件は同値となる。
(a) KY + (d− 1)D は numerically effective
(b) Xd は minimal。

次に surface の小平次元についての基本的な補題を挙げておく。

Lemma 2.14. S を nonsingular irreducible surface とすると、以下の事が成り立つ。
(1) κ(S) = −∞ ⇔ 任意の n ∈ N に対し pn(S) = 0。
(2) κ(S) = 0 ⇔ m0 | n のとき pn(S) = 1,m0 ∤ n のとき pn(S) = 0 となる m0 ∈ N が
存在する。

(3) κ(S) = 1 ⇔ α, β > 0 及び m0 ∈ N で、任意の N ≫ 0 に対し、αN ≦ pm0N(S) ≦
βN なるものが存在する。

(4) κ(S) = 2 ⇔ α, β > 0 及び m0 ∈ N で、任意の N ≫ 0 に対し、αN2 ≦ pm0N(S) ≦
βN2 なるものが存在する。

Proof. [2] Def.0-3-1 による。
□
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一方 |D| ̸= ϕのとき、cyclic coverの pluri-genus pn(Xd)に対して以下の事が成り立つ。

Lemma 2.15. (2.1) の条件下において、|D| ≠ ϕ のとき

a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)))

とすると、任意の自然数 n ∈ N に対し
(1) a(n) ≦ pn(Xd) ≦ da(n)

(2)
pn(Xd)

d
≦ a(n) ≦ pn(Xd)

となる。

Proof. n ∈ N を任意の自然数とする。0 ≦ i ≦ d− 1 に対し

ai(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)− iD))

とすると (2.4) より pn(Xd) =
d−1∑
i=0

ai(n) であり、また |D| ̸= ϕ であるため

a(n) = a0(n) ≧ a1(n) ≧ · · · ≧ ad−2(n) ≧ ad−1(n)

すなわち
a(n) ≦ pn(Xd) ≦ da(n)

であり、また
pn(Xd)

d
≦ a(n) ≦ pn(Xd)

□
すなわち、cyclic cover における a(n) を用いた小平次元の判定法として、以下の結果

を得る。

Proposition 2.16. (2.1) の条件下において、|D| ̸= ϕ のとき

a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D)))

とすると、以下の事が成り立つ。
(1) κ(Xd) = −∞ ⇔ 任意の n ∈ N に対し a(n) = 0。
(2) κ(Xd) = 0 ⇔ m0 | n のとき a(n) = 1,m0 ∤ n のとき a(n) = 0 となる m0 ∈ N が
存在する。

(3) κ(Xd) = 1 ⇔ α, β > 0 及び m0 ∈ N で、任意の N ≫ 0 に対し、αN ≦ a(m0N) ≦
βN なるものが存在する。

(4) κ(Xd) = 2 ⇔ α, β > 0及び m0 ∈ Nで、任意の N ≫ 0に対し、αN2 ≦ a(m0N) ≦
βN2 なるものが存在する。
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Proof. (1) (⇒)

(2.14)(1) より、任意の n ∈ N に対し pn(Xd) = 0 となるため (2.15)(2) よ
り a(n) = 0。

(1) (⇐)

任意の n ∈ Nに対し a(n) = 0となるため (2.15)(1)より pn(Xd) = 0。よっ
て (2.14)(1) より κ(Xd) = −∞。

(2) (⇒)

ある自然数 m0 ∈ N に対し、
m0 | n ⇒ pn(Xd) = 1, m0 ∤ n ⇒ pn(Xd) = 0

となるが、m0 | n のとき (2.15)(2) より
1

d
≦ a(n) ≦ 1

となるため a(n) = 1 であり、m0 ∤ n のときは a(n) = 0。
(2) (⇐)

m0 | n のとき a(n) = 1 であるため (2.15)(1) より 1 ≦ pn(Xd) ≦ d。(2.14)
より、このような条件が成り立つのは κ(Xd) = 0 の場合のみ。

(3) (⇒)

ある α, β > 0 及び自然数 m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 のとき

αN ≦ pm0N(Xd) ≦ βN

となるが、このとき (2.15)(2) より
αN

d
≦ a(m0N) ≦ βN

(3) (⇐)

(2.15)(1) より ある α, β > 0 及び自然数 m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 のとき

αN ≦ pm0N(Xd) ≦ dβN

よって (2.14)(3) より κ(Xd) = 1。
(4) (⇒)

ある α, β > 0 及び自然数 m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 のとき

αN2 ≦ pm0N(Xd) ≦ βN2

となるが、このとき (2.15)(2) より

αN2

d
≦ a(m0N) ≦ βN2

(4) (⇐)

(2.15)(1) より ある α, β > 0 及び自然数 m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 のとき

αN2 ≦ pm0N(Xd) ≦ dβN2

よって (2.14)(4) より κ(Xd) = 2。
□
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3. Cyclic Covers on Rational Ruled Surface

C を genus g の nonsingular irreducible curve とする。このとき、C 上の ruled surface

p : Y = P(OC(E)) −−−→ C

（E はC上の rank 2 locally free sheaf）を考える。ruled surface Y の e-invariant は nor-
malized な E（h0(C,OC(E)) ̸= 0, degCL < 0 ⇒ h0(C,OC(E ⊗ L)) = 0）を選ぶことで

e := −degC(∧2(E))
と定義できる。また、C0 を OP(E)(1) ∼= OY (C0) となる section とすると

Cl(Y ) ∼= ZC0 ⊕ p∗Cl(C) ∼= Z⊕ Cl(C)

Num(Y ) ∼= ZC0 ⊕ ZF ∼= Z⊕ Z
であって、Y 上の intersection theory は

C0
2 = −e, C0.F = 1, F 2 = 0

で与えられる（[1] V.2）。ruled surface Y について、いくつか補題を挙げておこう。

Lemma 3.1. e ≧ 0 となる ruled surface Y 上の divisor D ≡ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に対
し、以下の事が成り立つ。

(1) D が C0, F 以外の irreducible curve のとき a > 0, b ≧ ae。
(2) a > 0, b > ae のとき、かつそのときに限り D は ample。
(3) a ≧ 0, b ≧ ae のとき、かつそのときに限り D は numerically effective。

Proof. (1),(2) [1] V.Prop.2.20 による。
(3) (⇒)

E ≡ a′C0 + b′F が C0, F 以外の irreducible curve のとき、(1) より

a′ > 0, b′ > a′e または a′ > 0, b′ = a′e, e > 0

となるため、

D.E = −aa′e+ ab′ + a′b ≧ −aa′e+ aa′e+ a′b ≧ a′ae ≧ 0

D.C0 = b− ae ≧ 0

D.F = a ≧ 0

すなわち D は numerically effective。
(3) (⇐)

D が numerically effective なとき

a = D.F ≧ 0, b− ae = D.C0 ≧ 0

□
次に、ruled surface が decomposable、すなわち E が２つの invertible sheaf の直和と

して表される場合を考える。E が normalized なとき

E ∼= OC ⊕OC(e)

（e は C 上の divisor）となり、e = −degCe ≧ 0。
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Lemma 3.2. Y を decomposable な ruled surface とし、D ∼ aC0 + bF ∈ Cl(Y ) とす
ると

h0(Y,OY (D)) =


0 （a < 0 のとき）
a∑

k=0

h0(C,OC(ke+ b)) （a ≧ 0 のとき）

Proof. Y = P(OC ⊕OC(e)) とおくと [1] II.Prop.7.11 より

p∗OY (aC0) ∼= p∗OP(E)(a) ∼=


0 （a < 0 のとき）

SaE ∼=
a⊕

k=0

OC(ke) （a ≧ 0 のとき）

よって projection formula より

p∗OY (D) ∼= p∗OY (aC0 + bF )
∼= p∗(OY (aC0)⊗OY

p∗(b))
∼= p∗OY (aC0)⊗OC

OC(b)

∼=


0 （a < 0 のとき）
a⊕

k=0

OC(ke+ b) （a ≧ 0 のとき）

ゆえに

h0(Y,OY (D)) = h0(C, p∗OY (D)) =


0 （a < 0 のとき）
a∑

k=0

h0(C,OC(ke+ b)) （a ≧ 0 のとき）

□
Decomposable ruled surface の特別な場合として、Y が rational ruled surface Fe =

P(OP1 ⊕OP1(−e)) の場合を考える。この場合 equiv と sim は同値となり、これまでより
もさらに強い結果が得られる。

Lemma 3.3. Rational ruled surface Y = Fe 上の divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に対
し、次の条件は同値である。

(1) |D| は nonsingular irreducible curve を持つ。
(2) |D| は irreducible curve を持つ。
(3) a = 1, b = 0 または a = 0, b = 1 または a > 0, b > ae または a > 0, b = ae, e > 0。

Proof. [1] V.Cor.2.18 による。
□
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上記より、rational ruled surface 上の cyclic cover に対しては、次の結果を得る。

Corollary 3.4. Rational ruled surface Y = Fe 及び divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に
対し、次の条件は同値である。

(1) ある d ≧ 2 に対し (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が得られる。
(2) 任意の d ≧ 2 に対し (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が得られる。
(3) b ≧ a > 0, e = 0 または a > 0, b ≧ ae, e > 0。

Proof. (2) ⇒ (1) は自明。
(1) ⇒ (3)

(2.1) より、ある d ≧ 2 に対して |dD| は nonsingular irreducible curve Bd

を持つ。すなわち (3.3) より

da > 0, db > dae または da > 0, db = dae, e > 0

⇔ a > 0, b > 0, e = 0 または a > 0, b ≧ ae, e > 0

となるが、e = 0 のときは F0
∼= P1 × P1 であるため、projection のとり方

により C0, F は入れ替えることができるため、b ≧ a > 0 として良い。す
なわち (3) が成り立つ。

(3) ⇒ (2)

(3)が成り立つとき (3.3)より、任意の d ≧ 2に対して |dD|は nonsingular
irreducible curve Bd を持つため、(2.1) より (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd

が得られる。
□

Lemma 3.5. Rational ruled surface Y = Fe 上の divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に対
し (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が得られるとき、以下の事が成り立つ。

(1) |D| ̸= ϕ
(2) D2 > 0
(3) 任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し、h1(Y,OY (−iD)) = 0

Proof. (3.4) より、b ≧ a > 0, e = 0 または a > 0, b ≧ ae, e > 0。
(1) (3.3) より |D| ̸= ϕ。
(2) e = 0 のとき D2 = 2ab ≧ 2a2 > 0、e > 0 のとき D2 = a(2b− ae) ≧ a2e > 0。
(3) q(Y ) = 0 であり、(3.3) より任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し |iD| は irreducible curve

を持つため、(2.8) より h1(Y,OY (−iD)) = 0。 □
Lemma 3.6. Rational ruled surface Y = Fe 上の divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に
対し

h0(Y,OY (D)) =


0 （a < 0 または b < 0 のとき）
(a+ 1)(b+ 1) （a ≧ 0, b ≧ 0, e = 0 のとき）
1
2
(M + 1)(2b+ 2−Me) （a ≧ 0, b ≧ 0, e > 0 のとき）

（ただしM := min(a,

[
b

e

]
)）

であり、h0(Y,OY (D)) = 0 のとき、かつそのときに限り a < 0 または b < 0 となる。
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Proof. (3.2) より a < 0 ならば h0(Y,OY (D)) = 0 なので a ≧ 0 とすると

h0(Y,OY (D)) =
a∑

k=0

h0(P1,OP1(b− ke))

[1] b < 0 のとき

任意の 0 ≦ k ≦ a に対して b− ke < 0 となるため h0(Y,OY (D)) = 0

[2] b ≧ 0 のとき

h0(Y,OY (D)) =
a∑

k=0

h0(P1,OP1(b− ke))

≧ h0(P1,OP1(b))

= b+ 1 > 0

であるため、h0(Y,OY (D)) = 0 のとき、かつそのときに限り a < 0 また
は b < 0。

(a) e = 0 のとき

h0(Y,OY (D)) =
a∑

k=0

h0(P1,OP1(b)) = (a+ 1)(b+ 1)

(b) e > 0 のとき

k についての不等式 b− ke ≧ 0 を解くと k ≦
[
b

e

]
。そこで

M := min(a,

[
b

e

]
)）

とすると

h0(Y,OY (D)) =
a∑

k=0

h0(P1,OP1(b− ke))

=
M∑
k=0

h0(P1,OP1(b− ke))

=
M∑
k=0

(b+ 1− ke)

= (b+ 1)(M + 1)− 1

2
M(M + 1)e

=
1

2
(M + 1)(2b+ 2−Me)

□
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以上の結果を基に、rational ruled surface の cyclic cover に関する次の結果を得る。

Proposition 3.7. Rational ruled surface Y = Fe 及び divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Num(Y )
に対し (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が得られるとき、以下の事が成り立つ。

(1) e = 0 のとき

(a) κ(Xd) = −∞ ⇔ a <
2

d− 1

(b) κ(Xd) = 0 ⇔ a = b =
2

d− 1

(c) κ(Xd) = 1 ⇔ a =
2

d− 1
, b >

2

d− 1

(d) κ(Xd) = 2 ⇔ a >
2

d− 1
(2) e > 0 のとき

(a) κ(Xd) = −∞ ⇔ a <
2

d− 1
または b <

e+ 2

d− 1

(b) κ(Xd) = 0 ⇔ a ≧ 2

d− 1
, b =

e+ 2

d− 1

(c) κ(Xd) = 1 ⇔ a =
2

d− 1
, b >

e+ 2

d− 1

(d) κ(Xd) = 2 ⇔ a >
2

d− 1
, b >

e+ 2

d− 1

Proof. (3.5) (1) より |D| ̸= ϕ。そこで a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D))) とすると、

n(KY + (d− 1)D) ∼ n(a(d− 1)− 2)C0 + n(b(d− 1)− e− 2)F

であるため (3.6) より

a(n) =


0 （a < 2

d−1
または b < e+2

d−1
）

((a(d− 1)− 2)n+ 1)((b(d− 1)− 2)n+ 1) （e = 0, b ≧ a ≧ 2
d−1
）

1
2
(M(n) + 1)(2(b(d− 1)− e− 2)n+ 2−M(n)e) （e > 0, a ≧ 2

d−1
, b ≧ e+2

d−1
）

（ただしM(n) := min((a(d− 1)− 2)n,

[
(b(d− 1)− e− 2)n

e

]
)）

であり

a(n) = 0 ⇔ a <
2

d− 1
または b <

e+ 2

d− 1
(1) e = 0 のとき

(a) (⇔)
κ(Xd) = −∞ となることは (2.16)(1) より任意の n ∈ N に対し
a(n) = 0 となることと同値であり、すなわち a <

2

d− 1
になる

ことと同値（b ≧ a）。
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(b) (⇒)
(2.16) (2) より、ある自然数 m0 に対し

n | m0 ⇒ a(n) = 1

すなわち任意の自然数 n′ ∈ N に対し
((a(d− 1)− 2)m0n

′ + 1)((b(d− 1)− 2)m0n
′ + 1) = 1

となるため、a = b =
2

d− 1
(b) (⇐)
任意の自然数 n ∈ N に対し a(n) = 1 となるため、(2.16) (2) よ
り κ(Xd) = 0。

(c) (⇒)
(2.16) (3) より、ある α, β > 0 及び m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 の
とき

αN ≦ a(m0N) = ((a(d− 1)− 2)m0N + 1)((b(d− 1)− 2)m0N + 1) ≦ βN

よって b > a =
2

d− 1
(c) (⇐)
任意の自然数 n ∈ N に対し a(n) = (b(d − 1) − 2)n + 1 となる
ため

(b(d− 1)− 2)n ≦ a(n) ≦ 2(b(d− 1)− 2)n

よって (2.16) (3) より κ(Xd) = 1。
(d) (⇔) (a)～(c) より

κ(Xd) = 2 ⇔ a >
2

d− 1

(2) e > 0 のとき
(a) (⇔)

κ(Xd) = −∞ となることは (2.16)(1) より任意の n ∈ N に対し
a(n) = 0 となることと同値であり、すなわち a <

2

d− 1
または

b <
e+ 2

d− 1
と同値。

(b) (⇒)
(2.16) (2) より、ある自然数 m0 に対し

n | m0 ⇒ a(n) = 1

すなわち任意の自然数 n′ ∈ N に対し

1 =
1

2
(M(m0n

′) + 1)(2(b(d− 1)− e− 2)m0n
′ + 2−M(m0n

′)e)

≧ 1

2
(2(b(d− 1)− e− 2)m0n

′ + 2− (
(b(d− 1)− e− 2)m0n

′

e
)e)

=
1

2
(b(d− 1)− e− 2)m0n

′ + 1 であり b(d− 1)− e− 2 ≧ 0
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よって b =
e+ 2

d− 1
, a ≧ 2

d− 1
(b) (⇐)
任意の自然数 n ∈ N に対し a(n) = 1 となるため、(2.16) (2) よ
り κ(Xd) = 0。

(c) (⇒)
(2.16) (3) より、ある α, β > 0 及び m0 ∈ N に対し、N ≫ 0 の
とき

αN ≦ a(m0N) ≦ βN

一方、M(m0N) = min((a(d−1)−2)m0N,
[
(b(d−1)−e−2)m0N

e

]
)より

a(m0N) =
1

2
(M(m0N) + 1)(2(b(d− 1)− e− 2)m0N + 2−M(m0N)e)

≧ 1

2
(M(m0N) + 1)(2(b(d− 1)− e− 2)m0N + 2− (

(b(d− 1)− e− 2)m0N

e
)e)

=
1

2
(M(m0N) + 1)((b(d− 1)− e− 2)m0N + 2)

ここで、b =
e+ 2

d− 1
とすると M(m0N) = 0 より a(m0N) = 1 と

なるが、これは仮定に反する。よって b >
e+ 2

d− 1
であり

βN ≧ a(m0N) ≧ 1

2
(M(m0N) + 1)((b(d− 1)− e− 2)m0N + 2)

すなわち M(m0N) は有界となるため、a =
2

d− 1
。

(c) (⇐)
任意の自然数 n ∈ N に対し a(n) = (b(d− 1)− e− 2)n + 1 とな
るため

(b(d− 1)− e− 2)n ≦ a(n) ≦ 2(b(d− 1)− e− 2)n

よって (2.16) (3) より κ(Xd) = 1。
(d) (⇔) (a)～(c) より

κ(Xd) = 2 ⇔ a >
2

d− 1
, b >

e+ 2

d− 1
□
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次に、第２節の結果を用いて q(Xd), pg(Xd), KXd

2 を計算し、また Xd の極小性を調べ
よう。

Proposition 3.8. Rational ruled surface Y = Fe の cyclic cover Xd に対して次のことが
成立する。

(1) q(Xd) = 0

(2) pg(Xd) =
1

12
(d− 1)(2a(2b− ae)d2 + (a2e− 2ab+ 3ae− 6a− 6b)d+ 12)

(3) KXd

2 = d(a(d− 1)− 2)((2b− ae)(d− 1)− 4)
(4) κ(Xd) ≧ 0 のとき、次の条件は同値となる。

(a) e ̸= 0 または e = 1, b > a
(b) Xd は minimal。

Proof. (3.5) より、任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し、h1(Y,OY (−iD)) = 0 であるため
(1) (2.6) より q(Xd) = q(Y ) = 0
(2) (2.5) (1) より

pg(Xd) =
1

12
(d− 1)(2D2d2 + (3KY −D)Dd+ 12− 12q(Y )) + dpg(Y )

=
1

12
(d− 1)(2a(2b− ae)d2 + (a2e− 2ab+ 3ae− 6a− 6b)d+ 12)

(3) (2.10) より

KXd

2 = d(KY + (d− 1)D)2

= d(a(d− 1)− 2)((2b− ae)(d− 1)− 4)

(4) κ(Xd) ≧ 0 であるため (3.7) より a ≧ 2

d− 1
, b ≧ e+ 2

d− 1
。さらに、

KY + (d− 1)D ∼ (a(d− 1)− 2)C0 + (b(d− 1)− e− 2)F

であるため、Xd が minimal であることは (2.12) より

(3.1) b(d− 1)− e− 2− (a(d− 1)− 2)e = (b− ae)(d− 1) + e− 2 ≧ 0

となることと同値。
((a) ⇒ (b))

e ≧ 2 なら (3.1) は成立する。
e = 1 のとき、仮定より b > a であるため

(b− ae)(d− 1) + e− 2 = (b− a)(d− 1)− 1 ≧ 0

となり (3.1) は成立する。
e = 0 のとき、b(d− 1)− 2 ≧ 0 となるため (3.1) は成立する。以上より Xd

は minimal。
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((a) ⇐ (b))

e ≧ 2 のとき、(3.1) は成立する。
e = 1 のとき、(3.1) より (b− a)(d− 1) ≧ 1 となるため b > a。
e = 0 のとき、(3.1) は成立する。以上より、e ̸= 0 または e = 1, b > a と
なる。

□
Cyclic cover Xd がある surfaceに birationalな時、birational morphismは１点 blow-up

による有限個の合成として表すことができる（[1] V.Corollary 5.4）。その場合、合成した
個数は以下の補題を用いて求めることができる。

Lemma 3.9. Surface 間の birational morphism σ : S ′ −→ S が N 個の１点 blow-up に
分解できるとき

N = KS
2 −KS′

2

Proof. birational morphism σ を N 個の１点 blow-up

S ′ = SN → SN−1 → · · · → S1 → S0 = S

に分解したとき、各 0 ≦ i ≦ N−1に対してKSi+1

2 = KSi

2−1であるためN = KS
2−KS′

2。
□

Remark 3.10. (3.7)において、e, a, b, dは整数で (3.4)の条件を満たす。そこで (Y,D), d
についての条件を調べ、それぞれの場合についてXdがどのような曲面になるか (3.8), (3.9)
を用いて調べると、次のように分類される。

(1) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は rational ruled surface の 2D2 点 blow-up。
(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (1, b) (b ≧ 1), d = 2
(b) Y ∼= Fe (e > 0), D ∼ C0 + bF (b ≧ e), d = 2

(2) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は rational ruled surface の 8点 blow-up。
(a) Y ∼= F1, D ∼ 2C0 + 2F, d = 2
(b) Y ∼= F1, D ∼ C0 + F, d = 3

(3) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は K-3 surface。
(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (2, 2), d = 2
(b) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (1, 1), d = 3
(c) Y ∼= F1, D ∼ 2C0 + 3F, d = 2
(d) Y ∼= F2, D ∼ 2C0 + 4F, d = 2
(e) Y ∼= F2, D ∼ C0 + 2F, d = 3

(4) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は K-3 surface の d点 blow-up。
(a) Y ∼= F1, D ∼ 3C0 + 3F, d = 2
(b) Y ∼= F1, D ∼ C0 + F, d = 4
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(5) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は κ(Xd) = 1 の minimal elliptic surface。
(a) Y ∼= Fe (e ≦ 2), D ∼ 2C0 + bF (b ≧ e+ 3), d = 2
(b) Y ∼= Fe (e ≦ 2), D ∼ C0 + bF (b ≧ 2), d = 3
(c) Y ∼= Fe (e ≧ 3), D ∼ 2C0 + bF (b ≧ 2e), d = 2
(d) Y ∼= Fe (e ≧ 3), D ∼ C0 + bF (b ≧ e), d = 3

(6) 以下が成り立つとき、Xd は minimal でない surface of general type。

(a) Y ∼= F1, D ∼ a(C0 + F ), a >
3

d− 1
(7) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は minimal な surface of general type。

(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (a, b) (b ≧ a >
2

d− 1
)

(b) Y ∼= F1, D ∼ aC0 + bF (b > a >
2

d− 1
)

(c) Y ∼= Fe (e ≧ 2), D ∼ aC0 + bF (a >
2

d− 1
, b ≧ ae)
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4. Cyclic Covers on Ruled Surface with Irregularity g ≧ 1

本節では、Y が genus 1以上の nonsingular irreducible curve C 上における decompos-
able な rank2 locally free sheaf によって定められる ruled surface

p : Y = P(OC ⊕OC(e)) −−−→ C

（e はC上の divisor で degCe ≦ 0）の場合を考える。
以下、D ≡ aC0 + bF ∈ Num(Y ) とし、D は ample かつ |D| ̸= ϕ と仮定する。このと

き (3.1) (2) より a > 0, b > ae が成り立つ。

a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D))) について調べると、以下の結果が得られる。

Lemma 4.1. Genus g ≧ 1 の nonsingular irreducible curve C 上の decomposable ruled
surface

p : Y = P(OC ⊕OC(e)) −−−→ C

及び Y の ample かつ |D| ̸= ϕ となる divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Cl(Y ) に対し、(Y,D) の
d 次 cyclic cover Xd が得られるとき、a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D))) とすると

a(n) =


0 （a < 2

d−1
のとき）

(a(d−1)−2)n∑
k=0

h0(C,OC(ke+ n(KC + e+ (d− 1)b)) （a ≧ 2
d−1
のとき）

さらに、a ≧ 2

d− 1
のとき T := 2g − 2 + (b− 1

2
ae)(d− 1) とすると、T > 0 であり

n ≫ 0 ⇒ a(n) = ((a(d− 1)− 2)n+ 1)(Tn+ 1− g)

Proof. n(KY + (d− 1)D) ∼ n(a(d− 1)− 2)C0 + n(KC + e+ (d− 1)b)F であるため (3.2)
(1) より

a(n) =


0 （a < 2

d−1
のとき）

n(a(d−1)−2)∑
k=0

h0(C,OC(ke+ n(KC + e+ (d− 1)b)) （a ≧ 2
d−1
のとき）

a ≧ 2

d− 1
のとき、任意の 0 ≦ k ≦ n(a(d− 1)− 2) に対し、Riemann-Rochの定理 ([1]

IV.Theorem 1.3)より

h0(C,OC(ke+ n(KC + e+ (d− 1)b))

= h0(C,OC(KC − ke− n(KC + e+ (d− 1)b))

+ ndegC(ke+KC + e+ (d− 1)b) + 1− g
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となるが、b = degCb とすると

degC(KC − ke− n(KC + e+ (d− 1)b))

= 2g − 2 + ek − (2g − 2− e+ b(d− 1))n

≦ 2g − 2 + (a(d− 1)− 2)en− (2g − 2− e+ b(d− 1))n

= 2g − 2− (2g − 2 + (b− ae)(d− 1) + e)n

ここで、2g − 2 + (b− ae)(d− 1) + e > 0 であるため n ≫ 0 のとき

degC(KC − ke− n(KC + e+ (d− 1)b)) < 0

よって

h0(C,OC(ke+ n(KC + e+ (d− 1)b)) = kdegCe+ ndegC(KC + e+ (d− 1)b) + 1− g

= (2g − 2− e+ b(d− 1))n− ek + 1− g

となるため

a(n) =

(a(d−1)−2)n∑
k=0

((2g − 2− e+ b(d− 1))n− ek + 1− g)

= ((a(d− 1)− 2)n+ 1)((2g − 2− e+ b(d− 1))n− 1

2
(a(d− 1)− 2)en+ 1− g)

= ((a(d− 1)− 2)n+ 1)((2g − 2 + (b− 1

2
ae)(d− 1))n+ 1− g)

ここで T := 2g − 2 + (b− 1
2
ae)(d− 1) とすると T > 1

2
ae(d− 1) ≧ 0 であり

a(n) = (n(a(d− 1)− 2) + 1)(nT + 1− g)

□
上記より以下の結果が得られる。

Proposition 4.2. Genus g > 0 の nonsingular irreducible curve C 上の decomposable
ruled surface

p : Y = P(OC ⊕OC(e)) −−−→ C

及び Y の ample かつ |D| ̸= ϕ となる divisor D ∼ aC0 + bF ∈ Cl(Y ) に対し、(Y,D) の
d 次 cyclic cover Xd が得られるとき、以下の事が成り立つ。

(1) κ(Xd) = −∞ ⇔ a <
2

d− 1
(2) κ(Xd) ̸= 0

(3) κ(Xd) = 1 ⇔ a =
2

d− 1

(4) κ(Xd) = 2 ⇔ a >
2

d− 1
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Proof. a(n) := h0(Y,OY (n(KY + (d− 1)D))) とする。
(1) (⇒)

(2.16) (1) より任意の n ∈ N に対し a(n) = 0 となるが、(4.1) よりこれが

成り立つのは a <
2

d− 1
の場合のみ。

(1) (⇐)

(4.1) より任意の n ∈ N に対し a0(n) = 0 となるため (2.16) (1) より
κ(Xd) = −∞

(3) (⇒)

(2.16) (3) より、ある α, β > 0 及び m0 ∈ N に対し
N ≫ 0 ⇒ αN ≦ a(m0N) ≦ βN

となるが、このとき (4.1) より

βN ≧ a(m0N) = ((a(d− 1)− 2)m0N + 1)(m0TN + 1− g), T > 0

よって a =
2

d− 1
(3) (⇐)

(4.1) より n ≫ 0 に対し a(n) = Tn+ 1− g (T > 0) となるため
1

2
Tn ≦ a(n) ≦ da0(n) ≦ dTn

よって (2.16) (3) より κ(Xd) = 1

(4) (⇒)

(2.16) (3) より、ある α, β > 0 及び m0 ∈ N に対し、
N ≫ 0 =⇒ αN2 ≦ a(m0N) ≦ βN2

となるが、このとき数式 (4.1) より

αN2 ≦ a(m0N) = ((a(d− 1)− 2)m0N + 1)(m0TN + 1− g), T > 0

よって a >
2

d− 1
(4) (⇐)

(4.1) より n ≫ 0 に対し a(n) = ((a(d− 1)− 2)n+ 1)(Tn+ 1− g) (T > 0)
となるため

1

2
(a(d− 1)− 2)Tn2 ≦ a(n) ≦ 2(a(d− 1)− 2)Tn2

よって (2.16) (3) より κ(Xd) = 2。
(2) (1), (3), (4) より κ(Xd) ̸= 0 □
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(3.8) と同様に、次のことが成立する。

Proposition 4.3. (4.2) の cyclic cover Xd に対して次のことが成立する。
(1) q(Xd) = q(Y ) = g

(2) pg(Xd) =
1

12
(d− 1)(2a(2b− ae)d2+(a2e− 2ab+3ae+6ag− 6a− 6b)d+12− 12g)

(3) KXd

2 = d(a(d− 1)− 2)((2b− ae)(d− 1) + 4g − 4)
(4) κ(Xd) ≧ 0 のとき Xd はminimal。

Proof. D は ampleであるため (2.7)より任意の 1 ≦ i ≦ d−1に対し、h1(Y,OY (−iD)) =
0。

(1) (2.6) より q(Xd) = q(Y ) = g
(2) (2.5) (1) より

pg(Xd) =
1

12
(d− 1)(2D2d2 + (3KY −D)Dd+ 12− 12q(Y )) + dpg(Y )

=
1

12
(d− 1)(2a(2b− ae)d2 + (a2e− 2ab+ 3ae+ 6ag − 6a− 6b)d+ 12− 12g)

(3) (2.10) より

KXd

2 = d(KY + (d− 1)D)2

= d(a(d− 1)− 2)((2b− ae)(d− 1) + 4g − 4)

(4) KY +(d−1)D ≡ (a(d−1)−2)C0+(b(d−1)−e+2g−2)F であり、また κ(Xd) ≧ 0
であるため (4.2) より a(d− 1)− 2 ≧ 0。すなわち

(b(d− 1)− e+ 2g − 2) ≧ (a(d− 1)− 2)e

を示せば良いが

(b(d− 1)− e+ 2g − 2)− (a(d− 1)− 2)e = (b− ae)(d− 1) + 2g − 2 + e > 0

□
Remark 4.4. (4.3) より Xd がどのような曲面になるか調べると、以下の通りとなる。

κ(Xd) = −∞のとき Xd は irregularity g の ruled surface の 4b− 2e 点 blow-up。

κ(Xd) ≧ 1 のとき Xd は minimal。
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(3.10)、(4.4) の結果をまとめると、以下の結果が得られる。

Theorem 4.5 (Classification of cyclic cover on decomposable ruled surface). Genus g の
nonsingular irreducible curve C 上の decomposable ruled surface

p : Y = P(OC ⊕OC(e)) −−−→ C

及び Y の divisor D ≡ aC0 + bF ∈ Num(Y ) に対し、g > 0 のとき D は ample かつ
|D| ̸= ϕ と仮定する。(Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が得られるとき、(Y,D), d および Xd

は次のように分類される。

(1) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は irregularityが g と等しい ruled surfaceの
2D2 点 blow-up。
(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (1, b) (b ≧ 1), d = 2
(b) Y ∼= Fe (e > 0), D ∼ C0 + bF (b ≧ e), d = 2
(c) Y ∼= P(OC ⊕OC(e)) (g ≧ 1), D ≡ C0 + bF (b ≧ e), d = 2

(2) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は rational ruled surface の 8点 blow-up。
(a) Y ∼= F1, D ∼ 2C0 + 2F, d = 2
(b) Y ∼= F1, D ∼ C0 + F, d = 3

(3) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd はK-3 surface。
(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (2, 2), d = 2
(b) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (1, 1), d = 3
(c) Y ∼= F1, D ∼ 2C0 + 3F, d = 2
(d) Y ∼= F2, D ∼ 2C0 + 4F, d = 2
(e) Y ∼= F2, D ∼ C0 + 2F, d = 3

(4) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は K-3 surface の d点 blow-up。
(a) Y ∼= F1, D ∼ 3C0 + 3F, d = 2
(b) Y ∼= F1, D ∼ C0 + F, d = 4

(5) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は κ(Xd) = 1 の minimal な elliptic surface。
(a) Y ∼= Fe (e ≦ 2), D ∼ 2C0 + bF (b ≧ e+ 3), d = 2
(b) Y ∼= Fe (e ≦ 2), D ∼ C0 + bF (b ≧ 2), d = 3
(c) Y ∼= Fe (e ≧ 3), D ∼ 2C0 + bF (b ≧ 2e), d = 2
(d) Y ∼= Fe (e ≧ 3), D ∼ C0 + bF (b ≧ e), d = 3
(e) Y ∼= P(OC ⊕OC(e)) (g ≧ 1), D ∼= 2C0 + bF (b > 2e), d = 2
(f) Y ∼= P(OC ⊕OC(e)) (g ≧ 1), D ≡ C0 + bF (b > e), d = 3

(6) 以下が成り立つとき、Xd は minimal でない surface of general type。

(a) Y ∼= F1, D ∼ a(C0 + F ), a >
3

d− 1
(7) 以下のいずれかが成り立つとき、Xd は minimal な surface of general type。

(a) Y ∼= P1 × P1, D ∼ (a, b) (b ≧ a >
2

d− 1
)

(b) Y ∼= F1, D ∼ aC0 + bF (b > a >
2

d− 1
)

(c) Y ∼= Fe (e ≧ 2), D ∼ aC0 + bF (a >
2

d− 1
, b ≧ ae)

(d) Y ∼= P(OC ⊕OC(e)) (g ≧ 1), D ≡ aC0 + bF (a >
2

d− 1
, b > ae)
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5. The Geograghy of pg and KX
2 for Cyclic Ccovers

Y を nonsingular surface とし、D を条件

(5.1) d ≫ 0 ⇒ |dD| は nonsingular irreducible curve Bd を持つ

を満たす Y 上の divisor とする。d ≫ 0 のとき、(2.1) より丁度 Bd 上で branch する Y
上の d 次 cyclic cover

fd : Xd = Spec(
d−1⊕
i=0

OY (−iD)) −−−→ Y

を取ることができる。第２節の結果より、Xd に対し次のことが成立する。

Proposition 5.1. (Y,D) が条件 (5.1) を満たし、さらに任意の自然数 i ∈ N に対し
h1(Y,OY (−iD)) = 0, D2 > 0

となるとき
d → ∞ ⇒ KXd

2 − 4pg(Xd) → ∞

Proof. (2.5), (2.10) より

KXd

2 − 4pg(Xd) =
1

3
(D2d3 + (3KY − 3D)Dd2 + (3KY

2 − 3KYD + 2D2 − 12 + 12q(Y ))d

+ 12− 12q(Y ))

であり、D2 > 0 であるため d → ∞ のとき KXd

2 − 4pg(Xd) → ∞。
□

このような条件下では d → ∞ のとき KXd

2 → ∞ となるため、d ≫ 0 に対しては
κ(Xd) = 2 となる。そこで、pg(Xd) を横軸、KXd

2 を縦軸に取った図において、Xd がど
のように分布するかを考える。

S を κ(S) = 2 なる minimal な nonsingular irreducible surface とする。このとき、S
に対して次のことが成り立つことが知られている。

Fact 5.2 (Noether の不等式).
KS

2 ≧ 2pg(S)− 4

Proof. [5] X. Ex.1 による。 □
Fact 5.3 (宮岡-Yau の不等式).

KS
2 ≦ 9(1− q(S) + pg(S))

Proof. [7] による。 □
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さらに canonical surface の概念を定義しよう。

Definition 5.4. S を nonsingular irreducible surface とする。S の canonical divisor KS

の定める rational map
ϕKS

: S −−−→ Ppg(S)−1

において、ΦKS
がその像 S0 := ΦKS

(S) への birational mapとなっているとき、S は
canonical surface であるという。このとき、明らかに κ(S) = 2。

Fact 5.5 (Castelnuo の不等式).

S が canonical かつ minimal なとき KS
2 ≧ 3pg(S)− 7。

Proof. [6] Th.5.5 による。 □
従って general typeとなるXdのほとんどは直線KXd

2 = 2pg(Xd)−4, KXd

2 = 3pg(Xd)−
7 より上にあり、KXd

2 = 9(1− q(Xd) + pg(Xd)) よりは必ず下にある。

caconical surface については、さらに次の予想がある。

Conjecture 5.6 (Reid 予想). S を minimal canonical surface とする。S の canonical
image を S0 ⊆ Ppg(S)−1 とすると、次のいずれかが成立する。

(1) KS
2 ≧ 4pg(S)− 12

(2) S0 を通る Ppg(S)−1 内の quadric hypersurface の交わり Q(S) における irreducible
component のうち、S0 を含むものの次元は 3。

上記の予想が cyclic cover Xd に対して、当てはまるかどうか調べた結果は以下の通り
となる。

Theorem 5.7. 十分大きい全ての d に対して (Y,D) の d 次 cyclic cover Xd が取得でき、
さらに任意の自然数 i ∈ N に対し

h1(Y,OY (−iD)) = 0, D2 > 0

となるとき Xd の minimal model を Xd とすると、d ≧ N ならばKXd

2 ≧ 4pg(Xd) − 12
となる自然数 N が存在する。

Proof. (5.1) 及び KXd

2 ≦ KXd

2 による。 □

すなわち d ≧ N のとき、canonical かつ κ(Xd) = 2 となる Xd に対してRead予想は正
しい。そこで、次に第３節で調べた Y が rational ruled surface の場合において、N が実
際にいくつになるかを調べてみる。
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Example 5.8. Y を rational ruled surface Fe、D ≡ aC0 + bF とし、a > 0, b ≧ ae, e > 0
または b ≧ a, e = 0 が成り立つと仮定すると、(3.4) より (Y,D) は条件 (5.1) を満たし、
(3.5) (1),(3) より 任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し

h1(Y,OY (−iD)) = 0, D2 > 0

そこで f(d) := 3(KXd

2 − 4pg(Xd) + 12) としたとき、d ≧ N ⇒ f(d) ≧ 0 となる自然数
N がいくつかを求めよう。

(3.8) より

f(d) =a(2b− ae)d3 + (3a2e− 6ab+ 3ae− 6a− 6b)d2

+ (−2a2e+ 4ab− 3ae+ 6a+ 6b+ 12)d+ 48

=d(d− 1)((2a(d− 2)− 6)(b− ae) + a(a(d− 2)e− 3e− 6)) + 12(d+ 4)

f ′(d) =3a(2b− ae)d2 + (6a2e− 12ab+ 6ae− 12a− 12b)d

− 2a2e+ 4ab− 3ae+ 6a+ 6b+ 12

f ′′(d) =6a(2b− ae)d+ 6a2e− 12ab+ 6ae− 12a− 12b

a(2b − ae) > 0 であり、f ′′(7) = (72a − 12)(b − ae) + a(36ae − 6e − 12) > 0 となるた
め、d ≧ 7 のとき f ′′(d) > 0。よって f ′(d) は d ≧ 7 で単調増加となり

f ′(7) = (214a− 78)(b− ae) + a(107ae− 39e− 78) + 12 > 0

すなわち f(d) も d ≧ 7 で単調増加。

e > 0 のとき

f(9) = 72((14a− 6)(b− ae) + a(7ae− 3e− 6)) + 156

= 72((14a− 6)(b− ae) + a((7a− 3)e− 6)) + 156

となるため、f(9) は b = ae, e = 1, a = 1 のとき最小値 12をとる。よって f(9) ≧ 0。さ
らに

f(8) = 56((12a− 6)(b− ae) + a((6a− 3)e− 6)) + 144

となるが、b = ae, e = 1, a = 1 のとき f(8) = −24 < 0。すなわち

d ≧ 9 ⇒ f(d) ≧ 0

e = 0 のとき b ≧ a より

f(7) = 42((10a− 6)(b− a) + 10a2) + 132 > 0

f(6) = 30((8a− 6)(b− a) + 8a2) + 120 > 0

f(5) = 20((6a− 6)(b− a) + 6a2) + 108 > 0

となり、かつ f(4) = 12((4a − 6)(b − a) + 4a2) + 96 は a = 1 のとき b → ∞ とすると
f(4) → −∞。すなわち

d ≧ 5 ⇒ f(d) ≧ 0

以上より N = 9。
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Remark 5.9. (5.8) で、さらに Xd が minimal と仮定した場合、(3.8) (4) より e ̸= 1 ま
たは e = 1, b > a。この場合は N をもう少し小さく取ることができる。

e ≧ 2 のとき

f(7) = 42((10a− 6)(b− ae) + a((5a− 3)e− 6)) + 132

≧ 42a(10a− 12) + 132 ≧ 48 > 0

f(6) = 30((8a− 6)(b− ae) + a((4a− 3)e− 6)) + 120

≧ 30a(8a− 12) + 120 ≧ 0

となリ、かつ f(5) = 20((6a− 6)(b− ae)+ a((3a− 3)e− 6))+108 は b = ae, e = 2, a = 1
のとき f(5) = −12 < 0。すなわち

d ≧ 6 ⇒ f(d) ≧ 0

e = 1, b > a のとき

f(7) = 42((10a− 6)(b− a− 1) + 5a2 + a− 6) + 132 ≧ 132 > 0

f(6) = 30((8a− 6)(b− a− 1) + 4a2 − a− 6) + 120 ≧ 90 > 0

となリ、かつ f(5) = 20((6a− 6)(b− a− 1) + 3a2 − 3a− 6) + 108 は b = 2, a = 1 のとき
f(5) = −12 < 0。すなわち

d ≧ 6 ⇒ f(d) ≧ 0

e = 0 のときは (5.8) で調べた通り d ≧ 5 ⇒ f(d) ≧ 0。

以上より N = 6。

次は第４節で調べた Y が genus１以上の nonsingular irreducible curve C 上における
decomposable ruled surface の場合において、N がいくつになるかを調べてみる。

Remark 5.10. Y を genus g ≧ 1 の nonsingular irreducible curve C 上の decomposable
ruled surface P(OC ⊕OC(e))、D ≡ aC0 + bF は ample かつ |D| ≠ ϕ と仮定する。

Bertini の定理 ([1] II.Theorem 8.18)より d ≫ 0 のとき |dD| は nonsingular irreducible
curve を持つため (Y,D) は条件 (5.1) を満たし、(2.7) より任意の 1 ≦ i ≦ d− 1 に対し

h1(Y,OY (−iD)) = 0, D2 > 0

しかしながら、この場合は全ての d ≧ 2 に対して cyclic cover Xd が取得できる保証が
無いため、十分大きな N の存在はわかっていても、具体的に値を求めることができない。
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