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概要

Nullstellensatz（強形の零点定理）は, 代数閉体上の多項式環の根基イデアルとその零点集合により定義され

るイデアルが等しい事を主張している. これは, アフィン多様体と根基イデアルの間に 1対 1の対応がある事

を示しており, 代数と幾何をつなぐ重要な定理である. その定理は代数閉体上におけるもので, 例えば有理数体

等の代数閉体でない体上では一般には成り立たない. では無限体上の多項式環において, 代数閉体の場合と比

べどのような差異が生じているのだろうか. 無限体上の 2変数以下の多項式環の単項イデアルについて, その

零点集合により定義されるイデアルが等しくなるような条件を調べた. 結果, イデアルを生成する多項式を分

解したときの, それらの零点の個数が重要な役割を果たしている事が分かった.
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1 序文

Nullstellensatzは, 代数閉体 k 上の多項式環 k
[
x1, . . . , xn

]
において, I をそのイデアルとすると,

I (V (I)) =
√
I

が成り立つ事を主張している. つまり, Nullstellesatzによりアフィン多様体と根基イデアルに 1対 1の対応

がある事が分かる. これは代数と幾何の対応を与える大変重要な定理である. この Nullstellensatzにより, k

を代数閉体とし, その多項式環のイデアル I を根基イデアルと仮定すると

I (V (I)) = I (1)

が成り立つ事が分かる. ただし,

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ kn| ∀f ∈ I に対して f (a1, . . . , an) = 0}

I (S) = {f ∈ k
[
x1, . . . , xn

]
| ∀ (a1, . . . , an) ∈ S ⊂ knに対し f (a1, . . . , an) = 0}

とする.

では, 基礎体が代数閉体でない場合 (1)式は成り立つのであろうか.代数閉体でなく, 例えば実数体上で調べ

てみると, (1)式は一般には成り立たない事がすぐに分かる（2, 3章の例を参照）. では無限体上の多項式環で

I が何か適当な条件を満たせば成立するのであろうか. いくつかの例を調べ, I を生成する多項式が関係してい

るのではないかと考察した. このような動機から始まり, 次の問題を考える事にした. 　

■問題提起 無限体上で I (V (I)) = I が成り立つ必要十分条件はどのようなものであるか.

　

この“無限体上での Nullstellensatz”のような問題を軸に I (V (I)) が成り立つ I の条件を調べたところ, 2

変数以下の多項式環の単項イデアルについて, いくつかの結果を得る事ができた. そして, f を既約多項式の積

に分解したときの分解とそれらの既約多項式の零点の個数が代数閉体のときと同様な状況のときに（1）式が

成り立つことがわかった. その意味は, それぞれのセクションで詳しく述べる事にしよう.
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2 1変数多項式環において

以下では特に断らない場合, k を無限体とする. 　

まず実数体上の多項式環上でいくつかの例を調べてみた. 　

例 1 　

I = ⟨x2 + 1⟩ ⊂ R
[
x
]
　のとき, V (I) = ∅　となり, I (V (I)) = R

[
x
]
̸= I である.

　

例 2 　

I = ⟨x2 − 1⟩ ⊂ R
[
x
]
　のとき, I (V (I)) = I

である.（参考文献 [1]4, 2, prop9, def10参照）

　

I が根基イデアルであっても, 一般に（1）式が成り立つとは限らない事が分かった. 一変数多項式環 k
[
x
]

で先ほどの問題提起を調べたところ, その解答を得る事ができた. 主定理の紹介の前に, その証明の準備として

命題を２つ用意する.

　

命題 2.1 k
[
x
]
は単項イデアル整域である.

証明 参考文献 [1]1.5.cor5参照　

つまり, k
[
x
]
の任意のイデアル I はある f ∈ k

[
x
]
を用いて I = ⟨f⟩と表わす事が出来る. また I に対し f

は 0でない定数倍を除いて一意的に定まる.

　

命題 2.2 a ∈ k
[
x
]
が f (x) ∈ k

[
x
]
の根　 ⇐⇒ 　 (x− a)が f (x)の因子

証明 参考文献 [2]命題 2.5参照　

以上の２つの命題は, どちらもいわゆる割り算アルゴリズムから得られる. これらを用いて以下の定理を示

す事が出来た.

　

主定理 1� �
f ∈ k

[
x
]
で生成されるイデアル I = ⟨f⟩ ⊂ k

[
x
]
に対し, 次が成り立つ.　　

f = 0 又は (V (I))
♯
= deg (f) 　 ⇐⇒ 　 I (V (I)) = I� �

　

ただし, deg (f) とは f の次数であり, f が 0 でない定数のとき deg (f) = 0 とする. f = 0 のときの次数は
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−∞とする事もあるが, この論文で特に用いる事はない. この定理は一見単項イデアルについてのみ言及して

いるようであるが, 命題 2.1より問題提起に対する１変数多項式環の場合の回答である.

　

主定理１の証明 まず⇒について示す.f を場合分けして示す事にする.　

(i) f ∈ k\
{
0
}
のとき, I = ⟨f⟩ = k

[
x
]
より, V (I) = ∅ となる. 従って, I (V (I)) = k

[
x
]
. よって,

I (V (I)) = I が成り立つ.　

(ii) f = 0のとき I = 0より, V (I) = kとなる. 従って, I (V (I)) = 0. よって, I (V (I)) = I が成り立つ.　

(iii) deg (f) ≥ 1のとき, (V (I))
♯
= deg (f) = mとする. V (I) =

{
s1, . . . , sm

}
とすれば, 命題 2.2より

f = a (x− s1) · · · (x− sm)　 (ただし, a ∈ k\
{
0
}
)

と書ける.ところで命題 2.1より I (V (I)) = ⟨g⟩ を満たす g ∈ k
[
x
]
が存在する. 再び命題 2.2より,

g = h (x− s1) · · · (x− sm)　 (ただし, h ∈ k
[
x
]
\
{
0
}
)

と表わせる.一般に I ⊂ I (V (I)) であるから f ∈ I (V (I)) = ⟨g⟩. よって, g | f であり, f と hの次数を比べ

れば分かるように, h ∈ k でなくてはならない. よって, ⟨f⟩ = ⟨g⟩ なので, I = I (V (I))が成り立つ.

　

次に, ⇐を示す. f ∈ k の時は明らかなので, deg (f) = m ≥ 1 について示せば十分.　

(i) 1 ≤ (V (I))
♯ ≤ m− 1 と仮定する.

V (I) =
{
q1, . . . , qt

}
　 (1 ≤ t ≤ m− 1)

とする. I (V (I)) = ⟨g⟩ とおけば, 命題 2.2より

g = b (x− q1) · · · (x− qt)　 (ただし, b ∈ k)

と書けるので,
I (V (I)) = ⟨(x− q1) · · · (x− qt)⟩ ̸= ⟨f⟩ = I

となり不適.　

(ii) (V (I))
♯
= 0のときは, つまり, V (I) = ∅であるが,

I (V (I)) = k
[
x
]
̸= ⟨f⟩　 (⟨f⟩ ̸∋ k (̸= 0)より)

となり不適. f はm次式なので高々m個の根を持つ. つまり, (V (I))
♯ ≤ mである. よって, (i), (ii) より,

(V (I))
♯
= mである. 以上より, 主定理１が証明された.

　

この主定理 1の結果であるが, 代数閉体上で考えたときの結果に良く似ている側面があることを説明しよう.

代数閉体上で, I (V (I)) = I が成り立つのは I が根基イデアルの場合であった. 1変数なので

I = ⟨f⟩ =
√
⟨f⟩

が成り立つ. この時 f は無平方（square-free）である事がわかっている（参考文献 [1]4, 2, prop9, def10 参

照）. つまり, f が m次の多項式なら m個の異なる根を持つということなので, (V (I))
♯
= deg (f) である.

また, 当然異なるm個の 1次多項式の積に分解できることが分かる.
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無限体上では f が無平方だとしても, deg (f) 個の根を持つとは限らないので, 当然ながら代数閉体の場合と

は異なる結果である. 具体的な例は例 1をみてほしい. 既に分かっている事ではあるが, I = ⟨f⟩が根基イデア
ルであっても, （1）は成り立たないのである.

主定理 1と上記考察をまとめてみよう. 代数閉体上では f が異なるm個の 1次多項式の積に分解できる時

に（1）が成り立つ. それは I が根基イデアルである事と同じである. 無限体上で考えると, やはり同様に f が

m個の 1次多項式の積に分解できる時に（1）が成り立つ.

無限体上でも代数閉体の時と同様に f が異なる 1次多項式の積に分解出来るときに（1）式が成り立つのだ.
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3 2変数多項式環の単項イデアルについて

前章で１変数の場合は問題提起の解答を得る事が出来た. では２変数多項式環 k
[
x, y

]
の場合はどうなるの

だろうか. 2章のときと同様, まずは実数体R上でいくつか例を調べてみた. 　

例 1 　

I = ⟨x2 + y2⟩ ⊂ R
[
x,y

]
　のとき, V (I) = (0, 0)　となり, I (V (I)) = ⟨x, y⟩ ̸= I である.

ただし, I = ⟨x, y⟩の時, I (V (I)) = I である.

　

例 2 　

I = ⟨x2 − y3⟩ ⊂ R
[
x,y

]
のとき, 計算方法は後ほど示すが, I (V (I)) = I が成り立っている.

　

よって, I が根基イデアルであっても, 一般に（1）式が成り立つとは限らない事が分かる. この場合, １変数

の場合の証明方法を応用して, k
[
x, y

]
の単項式イデアルについて問題提起に対し (主定理 3)という結果を得

た. しかし, k
[
x, y

]
は k

[
x
]
と異なり, 単項イデアル整域ではなく, 問題提起の解答は得る事は出来なかった.

補足として述べておくと, I を単項式イデアルとすると, I (V (I)) =
√
I が成り立つ事は分かっている.（参

考文献 [1]の 9.3.exercise10参照）

以下の 2つの結果を主定理として挙げておく. 　

主定理 2� �
f ∈ k

[
x, y

]
を既約な多項式とし, I = ⟨f⟩とする.このとき,

(V (I))
♯
= ∞ ⇐⇒ I (V (I)) = I� �

主定理 3� �
f = f1 · · · fs ∈ k

[
x, y

]
を既約な多項式の積で, 任意の異なる iと j において, fi ̸ |fj として, I = ⟨f⟩と

する. このとき,

1 ≤ ∀l ≤ sで (V (⟨fl⟩))♯ = ∞ ⇐⇒ I (V (I)) = I� �
　

主定理 3は, 主定理 2より強力な結果であるので, 本来「主定理 2」ではなく命題としておくべきかもしれな

い. しかし, 主定理 2の証明法は本論文の主題の一つでなので主定理としておく. 主定理 3は強い結果である

が, 主定理 2からすぐに導かれる事も理由の一つである.

まず, 主定理 2を証明するのだが, その準備として次の 2つの命題を用意する.
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命題 3.1 f ∈ k
[
x1, . . . , xn

]
が既約で h1 · · ·hs を割り切るならば, f は hi のうちどれかを割り切る.

証明 参考文献 [1]3.5.Exercise5参照　

命題 3.2 f, q ∈ k
[
x, y

]
で, degx (f) = lとする. このとき, 次を満たす h, r ∈ k

[
x, y

]
が存在する.{

LCx (q)
}l
f = hq + r かつ, degx (r) < degx (q)

　

ただし, degx (f) = lは f を k
[
y
]
上の xの多項式と見たときの次数である. また, LCx (q)は同様の見方をし

たときの, 先頭項係数である. つまり, LCx (q) ∈ k
[
y
]
である.

　

この命題が何を意味するのか, 次の例を用いて説明しておこう. 　

例 yx2 + x+ y3 + 1を
(
y2 + 1

)
x+ 1で xの多項式と見て“割り算”するという事を考えてみよう. もちろ

ん, このままでは割り算が出来ない.これは LCx (q) = y2 + 1 ∈ k
[
y
]
は逆元を持たない事による. つまり, x

の多項式と見た時の係数 k
[
y
]
は体でないので, 常に割り算できるとは限らないのである. しかしここで, 命題

3.2を用いると,(
y2 + 1

)2 (
yx2 + x+ y3 + 1

)
=

{
y
(
y2 + 1

)
x+y2−y+1

}
×
{(

y2 + 1
)
x+1

}
+
{(

y3 + 1
) (

y2 + 1
)2−(

y2 − y + 1
)}

となる.命題 3.2の記号で書けば,

h = y
(
y2 + 1

)
x+ y2 − y + 1,　 r =

(
y3 + 1

) (
y2 + 1

)2 − (
y2 − y + 1

)
であり, 確かに degx (r) < degx (q)を満たしている. つまり,

{
LCx (q)

}l
を f に乗じる事により, q での割り

算が可能になるのだ.

では, 実際に命題 3.2を証明する.

　

命題 3.2の証明
{
LCx (q)

}l
f にたいして, いわゆる割り算アルゴリズムと同様の計算を実際に行っていけば

よい. そして条件を満たす q と r が現れる事をみる. degx (r) = l′ と置いておく. まず,
{
LCx (q)

}l
f の先頭

項を q を用いて消去する.{
LCx (q)

}l
f−

{
LCx (q)

}l−1{
LCx (f)

}
xl−l′q =

{
LCx (q)

}l−1
J1 (x, y)　 (ただし, degx (J1 (x, y)) < lである.)

とできる.これで, 先頭項を消去できたが, degx (J1 (x, y)) < l′ なら,

h =
{
LCx (q)

}l−1{
LCx (f)

}
xl−l′ ,　 r =

{
LCx (q)

}l−1
J1 (x, y)

で, 条件を満たす hと qがとれた. degx (J1 (x, y)) ≥ l′ のときは,
{
LCx (q)

}l−1
J1 (x, y) の先頭項を qを用い

て消去する.{
LCx (q)

}l−1
J1−

{
LCx (q)

}l−2{
LCx (J1)

}
xdegx(J1)−l′q =

{
LCx (q)

}l−2
J2 (x, y)　 (degx (J2) < degx (J1))

とでき, 先頭項が消去できた.先ほどと同様に, degx (J2 (x, y)) < l′ なら,

h =
{
LCx (q)

}l−1{
LCx (f)

}
xl−l′ +

{
LCx (q)

}l−2{
LCx (J1)

}
xdegx(J1)−l′ ,　 r =

{
LCx (q)

}l−2
J2 (x, y)
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となり, 条件を満たす hと q がとれた. degx (J2 (x, y)) ≥ l′ のときは, さらに上記のように先頭項を消去する.

以下同様にこの操作を繰り返す.ところで,

degx (Ji+1) < degx (Ji)

である事より, degx (f) = l 回以下の先頭項の消去により (その操作をm回したとすれば) degx (Jm) < l′ と

なる. この時,

r =
{
LCx (q)

}l−m
Jm (x, y)

で,

h =
{
LCx (q)

}l−1{
LCx (f)

}
xl−l′+

{
LCx (q)

}l−2{
LCx (J1)

}
xdegx(J1)−l′+· · ·+

{
LCx (q)

}l−m{
LCx (Jm−1)

}
xdegx(Jm−1)−l′

となる.これで, 題意を満たす hと r がとれた.

f に
{
LCx (q)

}l
をかける事で, 1 変数多項式の割り算と全く同様の計算ができるのである. ここでは,

{LCx (q)
}
の指数は lとしているが, 実際は l − l′ + 1で十分であることが分かっている. 上記二つの命題を用

いて, 主定理 2を証明する. 　

主定理 2の証明 まず, ⇒を示す.　

I (V (I)) ⊇ I は常に成り立つので, ⊆の包含関係を示せば良い.

まず,{
b ∈ k | ∃a ∈ k 　 s.t.　 (a, b) ∈ (V (I))

}♯
= ∞又は

{
a ∈ k | ∃b ∈ k 　 s.t.　 (a, b) ∈ (V (I))

}♯
= ∞

である事を示す.もし上の, 二つの条件が成り立たないとすると (V (I))
♯
= ∞ のであるので,

∃a ∈ k 　 s.t.　 f (a, y) ∈ k
[
y
]
の根が無限個

又は,
∃b ∈ k 　 s.t.　 f (x, b) ∈ k

[
x
]
の根が無限個

となるが, いずれにせよ 0でない一変数多項式の根は有限個である事に反する.

なので, {
b ∈ k | ∃a ∈ k 　 s.t.　 (a, b) ∈ (V (I))

}♯
= ∞　 (＊)

が成り立つと仮定して示せば十分である. 必要なら x と y の役割を入れ替えれば良い. この時 degx (f) ≥ 1

にが成り立っていることが分かる.では, 包含関係を示す.

F ∈ I (V (I)) ,　 degx (F ) = c,　 degx (f) = d

とする. F ∈ I (V (I))を示せば良い.

まず, 命題 3.2を用いて, F を f で“割り算”すると,

{
LCx (f)

}d
F = h (x, y) f + r (x, y) (2)

となる.ただし, degx (r) < degx (f)である. ここで, 次を示す.

　

claim　 r (x, y) = 0である.
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これを示す. ∀ (a, b) ∈ V (I) に対し, (2)式に代入すれば分かるように, r (a, b) = 0である.

　

(i)　 degx (f) = 0のとき　

繰り返しになるが, ∀ (a, b) ∈ V (I)に対し, r (a, b) = 0となる. ここで, 仮定より r (x, y) = r (y) ∈ k
[
y
]
とな

るが, (＊)の仮定より, r (y)は無限個の根を持つことになる. 無限体上で無限個の根を持つ多項式は 0のみで

ある. よって, r (x, y) = 0が示された.

　

(ii)　 degx (f) > 0のとき　

命題 3.2を用いて, 今度は f を r で“割り算”する.{
LCx (r)

}d
f = h1 (x, y) r + r1 (x, y)　 (degx (r1) < degx (r))

となる.ここで,{
degx (r1) = 0のとき, (i)と同様にして, r1 (x, y) = 0であるが, f が既約な多項式なので,命題 3.1より　

f | h1又は f | r 　であるが,degx (r) < degx (f)かつ, degx (h1) < degx (f)であるので,矛盾.

}
　

つまり, degx (r1) > 0である. 今度は命題 3.2を用いて f を r1 で割り算する.{
LCx (r1)

}d
f = h2 (x, y) r1 + r2 (x, y)　 (degx (r2) < degx (r1))

となる. ここで, もし degx (r2) = 0であったとすると, 上記 {}内の r1 を r2 に置き換えて全く同様に議論す

れば, 矛盾が生じる. つまり, degx (r2) > 0である. 今度は, f を r2 で割り算する, そして上と同様の議論によ

り, degx (r3) = 0で矛盾が生じ, degx (r3) > 0が分かる. 以下この議論を繰り返していくのだが,

degx (r1) > degx (r2) > degx (r3) > · · ·

であるので, ある t > 0において, degx (rt) = 0 となる.しかし, やはり上記 {} 内と同様の議論により, 矛盾

が生じる. つまり, degx (r) > 0でない.

　

以上 (i), (ii)より, r (x, y) = 0が示された.

claimが示されたところで, もう一度（2）式をみてほしい. f が既約で, f |
{
LCx (f)

}d
F なので, 命題 3.1

より, f | LCx (f)又は f | F である. ところが, degx (LCx (f)) = 0 と, degx (f) > 0である事から, f | F と
なる.即ち,

F ∈ ⟨f⟩ = I

となり, ⇒が示された.

　

あとは, ⇐を示せば良い. 　

背理法で示す. (V (I))
♯
< ∞と仮定すれば,

V (I) =
{
(a1, b1) , . . . , (as, bs)

}
とおける.このとき, I (V (I)) = I

{
(a1, b1) , . . . , (as, bs)

}
なので,

(x− a1) · · · (x− as) ∈ I (V (I))
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である.仮定より, I (V (I)) = ⟨f⟩ なので,

f | (x− a1) · · · (x− as)

となる. f が既約なので, 命題 3.1より,

f | (x− a1)　 or, · · · or,　 f | (x− as)

である.逆に x− ai は既約なので,

(x− a1) | f 　 or, · · · or,　 (x− as) | f

である.よって,
⟨f⟩ = ⟨x− a1⟩　 or, · · · or,　 ⟨f⟩ = ⟨x− as⟩

が成り立つ.従って,
V (⟨f⟩) = V (I) ̸=

{
(a1, b1) , . . . , (as, bs)

}
となるが, これは仮定に矛盾. 以上より (V (I))

♯
= ∞が示された. 　

　

ところで, 例 2で計算方法は後に示すと書いたが, それはこの主定理 2の証明法と全く同様なものである. 即

ち, x2 − y3 が既約である事を示し, I (V (I)) から任意にとった元 F が I = ⟨x2 − y3⟩に入っている事を示せ
ば良い. x2 − y3 が無限個の根を持つことにより, F を x2 − y3 で割り算して上記証明と同様にしてそれを示

す事が出来る. この主定理 2の証明法は, 具体的な多項式で生成されるイデアルで, I (V (I)) = I を満たすも

のを調べる際に発見した手法を一般化したものである.

次に主定理 3を示す.これは主定理 2からすぐに導かれる.

　

主定理 3の証明 　

まず, ⇒を示す.

I (V (I)) = I (V (f1 . . . fs)) = I (V (f1) ∪ · · · ∪V (fs)) = I (V (f1)) ∩ · · · ∩ I (V (fs))

となる.仮定と主定理 2より, 任意の iで I (V (fi)) = ⟨fi⟩ が成り立つので,

I (V (I)) = ⟨f1⟩ ∩ · · · ∩ ⟨fs⟩ = ⟨f1 . . . fs⟩

となり, ⇒が示された. 　

次に, ⇐を示す.背理法で示す事とする. (V (⟨f1⟩))♯ ̸= ∞ と仮定し, 矛盾が生じる事を示せば十分である.

その背理法の仮定より,
V (⟨f1⟩) =

{
(a1, b1) , . . . , (at, bt)

}
とできる.この時,

(x− a1) · · · (x− at) f2 · · · fs ∈ I (V (I))

である.仮定より,
I (V (I)) = I = ⟨f1 · · · fs⟩.
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なので,
f1 · · · fs × h = (x− a1) · · · (x− at) f2 · · · fs　 (h ∈ k

[
x, y

]
)

と表わせる.両辺を f2 · · · fs で割れば,

f1 × h = (x− a1) · · · (x− at) .

即ち,
f1 | (x− a1) · · · (x− at)

となる.後は, 主定理 2の証明方法と全く同様にして, 矛盾が生じる事が言える. これで⇐が示された.

以上で, 主定理 3が証明された. 　

　

主定理 3によって, ある多項式が無限個の零点を持つ異なる既約多項式の積に分解できるとき, それによっ

て生成されるイデアルは（1）式を満たす事が分かった.

これも, やはり代数閉体の場合と同じである. 代数閉体上では, 自然と多項式が無限個の零点を持つ既約多項

式の積に分解できる. そして, それらの分解された多項式が全て異なる時に, 即ち I が根基イデアルになる時

に, （1）が成り立つ. そして, 無限体上でも同じように f が分解できるときに限り, （1）が成り立つ事を主定

理 3は主張してるのである.

主定理 2の方法は 3変数以上の多項式環には適用できない. なぜなら, claimの証明の (i)を見ると, ここで

「無限体上の１変数多項式が無限個の根を持つとき, その多項式は 0」という命題を使っている.なので, このよ

うな証明方法は適用できない.

3変数以上の多項式環上の単項イデアルについては調べる事ができなかった. どうやら 1変数のときと同様

に, イデアルを定義する多項式の根の個数が重要になっているようなので, イデアルによって定まる適当な不

変量が必要なのかもしれない. 主定理 3を単に拡張したものがその答えなのか, あるいは何か別の条件が必要

なのか.今後の研究課題としたいと思う.
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