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概 要

本論文は, schemes の morphismにおける scheme-theoretic image の存在を
2種類の構成法で示し, また, それがある種の良い構造を持つための十分条件
を与えたものである. さらに, scheme の non-reduced 構造の深さを表す不変
量を発見し, それを用いて一般化を与えた.
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1 序文

schemes のmorphism f : Z → X の scheme-theoretic image とは, f が経

由するようなX の最小の closed subscheme のことである. [H]において, ”任
意の morphism に対して scheme-theoretic image が一意に存在する”と述べ
られており1, その後の別の議論で度々使われている2. このことはX が affine
の場合には容易にわかる (Proposition 4.1). そこで, X が一般の scheme の
場合の構成法を考える際, 局所的な scheme-theoretic images を貼り合わせる
という方法が自然に考えられる. しかし, 一般の f について貼り合わせはう

まくいかない.
また, [H]において別の議論で scheme-theoretic image を用いる際, ”im f

に scheme-theoretic image の構造を入れる” という形で述べられている. 確
かに, topological space として考えれば continuous map f : Z → X が経由

するような X の最小の closed subset は im f である. しかし, scheme とし
て考えたとき, scheme-theoretic image が存在したとしてもその underlying
topological space が im f となることを正当化できない.
そこで, [H] の記述に間違いがあるのではないかと疑問に思い, 以下のこと

について考察した:

Question.

(a) scheme-theoretic image が存在しない例はあるか.

(b) underlying topological space が im f とならないような例はあるか.
また, im f となるための条件は何か.

(c) structure sheaf はどう表せるか.

結果として,局所的方法 (Theorem 4.10)および大域的方法 (Theorem 5.14)
の 2 種類の scheme-theoretic image の構成法を得た. 前者は ”f が quasi-
compact または Z が reduced” という条件の下での貼り合わせによる構成法
であり, 後者は任意の f について適用できる貼り合わせによらない構成法で

ある. 後者の結果より (a)については否定的に解決した. また, 前者の構成法
によりわかる結果から, (c)に対する答えとして, 同じ条件の仮定の下で ideal
sheaf が ker f#, structure sheaf が im f# (を制限したもの) と表せることが
わかった (Theorem 4.16). これらは, 局所的に見ても scheme-theoretic image
になっていることを意味し, その意味で ”良い” 構造といえる. また, (b)に対
する答えとしては, 同じ条件の下で underlying topological spaceが im f とな

るという結論を得られる (Theorem 4.11) が, non-reduced-degreeという不変
量を導入することで, 十分条件をさらに緩められることを発見した (Theorem
6.10).

1[H] II Exercise 3.11(d). 証明は記載されていない.
2例えば, II Lemma 4.5, II Exercise 4.4, II Exercise 4.10 など.
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結論をまとめると以下の通りである:

Main Theorem.

• 任意の schemes の morphism f : Z → X に対して, f の scheme-
theoretic image Yが一意に存在する.

• f が quasi-compact または Z が reduced という条件を加えると, Y の

underlying topological space sp(Y ), ideal sheaf IY , structure sheaf
OY について,

sp(Y ) = im f

IY = ker f#

OY = (im f#)|Y

が成立する.

• sp(Y ) = im f が成立するための十分条件は, Z の non-reduced-degree
が有限であるという条件まで緩めることができる. さらに, Y の non-
reduced-degree は Z の non-reduced-degree 以下である.

また, それぞれの条件の差を示す例として, f が quasi-compact でなく Z

が reduced でもない場合で以下のようなものを見つけることに成功した:

• 局所的構成法が使えない例 (Example 4.12).

• sp(Y ) = im f , IY = ker f#, OY = (im f#)|Y , が成立しない例 (Ex-
ample 4.3, 4.17).

• Z の non-reduced-degree が有限であって, (sp(Y ) = im f となるが)
IY = ker f# が成立しない例 (Example 6.13).
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2 Scheme の定義および基本事項

本節では schemeの定義と次節以降で用いる基本事項を確認しておく. 定
義は [H] に準拠している. また, 可換代数の基本事項については [A-M] や [M]
を参照とし, sheaf に関する知識は [H] を参照とする. 以下, ring とは単位元
1 を持つ commutative ring を表す.

2.1 Scheme

Definition 2.1. topological space X と X 上の sheaf of rings OX の対

(X, OX) を ringed space という. 特に, 各点 P ∈ X での stalk OX,P が local
ringであるとき, locally ringed space という.

locally ringed spaces (X, OX), (Y, OY ) の間のmorphism とは, continuous
map f : X → Y と Y 上の sheaves of rings の morphism f# : OY →
f∗OX で各点 P ∈ X に対して誘導される homomorphism f#

P : OY,f(P ) →
OX,P が local homomorphismであるものの対 (f, f#)のことである. ここで,
local rings (A, mA), (B, mB) に対して homomorphism ϕ : A → B が local
homomorphism であるとは, ϕ−1(mB) = mA を満たすときをいう.

locally ringed spacesのmorphisms (f, f#) : (X, OX) → (Y, OY ), (g, g#) :
(Y, OY ) → (Z, OZ) の composition (g, g#) ◦ (f, f#) は (g ◦ f, g∗f# ◦ g#) :
(X, OX) → (Z, OZ) で定義される.

Definition 2.2. ring A に対して A の prime ideals の全体を Spec A と書

く. A の ideal a に対して {p ∈ Spec A | a ⊆ p} を V (a) と書く. V (a) の形の
subset を Spec A の closed subset と定義することで, Spec A は topological
spaceになる (下のLemma 2.3). f ∈ Aに対して open subset Spec A−V ((f))
をD(f) と書く.

Spec A 上の sheaf of rings OSpec A を次で定義する: 各 open subset U ⊆
Spec A に対して,

OSpec A(U) := {s : U →
∐

p∈U

Ap | (i),(ii)を満たす }.

ただし,

(i) ∀p ∈ U に対して s(p) ∈ Ap.

(ii) ∀p ∈ U に対して p の open neighborhood V および a, f ∈ A が存在し

て各点 q ∈ V で f 6∈ qかつ s(q) = a/f in Aq.

このとき, OSpec A(U) に自然な ring の構造が入り, OSpec A に自然な restric-
tion map が定義され, (Spec A,OSpec A) は locally ringed space になる (下の
Lemma 2.4(a)). これを A の spectrum という.
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Lemma 2.3. A を ring とし, a, b, ai を A の ideals とするとき,

(a) V (a) ∪ V (b) = V (ab) = V (a ∩ b).

(b)
⋂

V (ai) = V (
∑

ai).

(c) ∅ = V (A), Spec A = V ((0)).

(d) V (a) ⊆ V (b) ⇔ √
a ⊇

√
b.

Proof. [H] II Lemma 2.1.

Lemma 2.4. A を ring, X := Spec A とするとき,

(a) p ∈ X に対して OX,p
∼= Ap.

(b) f ∈ A に対して OX(D(f)) ∼= Af .

(c) OX(X) ∼= A.

(d) {D(f)}f∈A はX の open base を成す.

Proof. [H] II Proposition 2.2.

Lemma 2.5. A を ring, X := Spec A, f ∈ A とするとき,

(D(f), OX |D(f)) ∼= Spec Af .

Proof. [H] II Exercise 2.1. または, [G-D.1] Proposition 1.3.6.

Definition 2.6. locally ringed space (X, OX) で, ある ring の spectrum と
(locally ringed spaces として) isomorphic であるものを affine scheme と
いう.

locally ringed space (X, OX)で, open covering {Ui}i∈I を持ち,各 (Ui, OX |Ui)
が affine scheme であるものを scheme といい, これを単に X とも書く. こ
のとき topological space X を underlying topological space といい sp(X) と
書く. また OX を structure sheaf という.

schemes の morphism とは locally ringed spaces の morphism (f, f#) の
ことであり, これを単に f とも書く.

Lemma 2.7. A を ring, X を scheme とするとき, 自然な bijection

HomSch(X, Spec A) → HomRings(A,OX(X))

f 7→ f#(Spec A)

が存在する.

Proof. [H] II Exercise 2.4 または, [G-D.1] Proposition 2.2.4.
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Lemma 2.8. A,B を rings, X := Spec A, Y := Spec B とする. schemes
の morphism f : X → Y に対応する ring homomorphism (Lemma 2.7) を
ϕ : B → A とする. このとき,

(a) A の任意の ideal a に対して, f(V (a)) = V (ϕ−1(a)).

(b) B の任意の ideal b に対して, f−1(V (b)) = V ((ϕ(b))).

(c) 任意の b ∈ B に対して, f−1(D(b))) = D(ϕ(b)).

Proof. [A-M] 1 Exercise 21 または, [G-D.1] Proposition 1.2.2.

Definition 2.9. scheme X の open subscheme とは scheme U で sp(U) が
X の open subsetかつOU = OX |U となるもののことである. Lemma 2.4(d),
2.5 より, X の任意の open subset は一意に open subscheme の構造をもつ
ことに注意する. このとき, 自然に morphism i : U → X が定まる (i# は
i#(V ) : OX(V ) → OX(V ∩U) を restriction map とすることで定義される).
これを open immersion という.

2.2 Proj

Definition 2.10. S =
⊕

d≥0 Sd を graded ring とする. S の homogeneous
prime ideal p, S の homogeneous element f に対して, Sp, Sf の 0 次の元全
体を S(p), S(f) と書く.

S の S+ :=
⊕

d>0 Sd を含まない homogeneous prime ideals の全体を
Proj S と書く. S の homogeneous ideal aに対して {p ∈ ProjA | a ⊆ p} を
V (a) と書く. V (a) の形の subset を Proj S の closed subset と定義するこ
とで, Proj S は topological space になる (下の Lemma 2.11). homogeneous
element f ∈ S に対して open subset Proj S − V ((f)) をD+(f) と書く.

Proj S 上の sheaf of rings OProj S を次で定義する: 各 open subset U ⊆
Proj S に対して,

OProj S(U) = {s : U →
∐

p∈U

S(p) | (i),(ii)を満たす }.

ただし,

(i) ∀p ∈ U に対して s(p) ∈ S(p).

(ii) ∀p ∈ U に対して p の open neighborhood V および d ∈ Z, a, f ∈ Sd が

存在して各点 q ∈ V で f 6∈ qかつ s(q) = a/f in S(q).

このとき, (Proj S, OProj S) は scheme になる (下の Lemma 2.12).
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Lemma 2.11. S を graded ring とし, a, b, ai を S の homogeneous ideals
とするとき,

(a) V (a) ∪ V (b) = V (ab).

(b)
⋂

V (ai) = V (
∑

ai).

(c) ∅ = V (S+), ProjS = V ((0)).

Proof. [H] II Lemma 2.4.

Lemma 2.12. S を graded ring, X = Proj S とするとき,

(a) p ∈ X に対して OX,p
∼= S(p).

(b) homogeneous element f ∈ S に対して,

(D+(f),OX |D+(f)) ∼= Spec S(f).

Proof. [H] II Proposition 2.5.

2.3 貼り合わせ

Lemma-Definition 2.13. schemes {Xi}i∈I ,各 i 6= j に対して open subsets
Uij , および isomorphisms ϕij : Uij → Uji で, 次を満たすものが与えられて
いるとする:

(i) ϕij = ϕ−1
ji (∀i, j).

(ii) ϕij(Uij ∩ Uik) = Uji ∩ Ujk (∀i, j, k).

(iii) ϕik = ϕjk ◦ ϕij on Uij ∩ Uik (∀i, j, k).

このとき, scheme X および各 i に対して open immersions ψi : Xi → X で

次を満たすものが存在する:

(i) {ψi(Xi)}i∈I はX の open covering.

(ii) ψi(Uij) = ψi(Xi) ∩ ψj(Xj) (∀i, j).

(iii) ψi = ψj ◦ ϕij on Uij (∀i, j).

X を {Xi}i の {ϕij}ij に沿った貼り合わせという. 特に Uij = ∅ (∀i, j) のと
き, X を {Xi}i の disjoint union といい,

∐
i∈I Xi と書く.

Proof. [H] Exercise 2.12.

Lemma 2.14. X, Y を schemes とする.
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(a) f, g : X → Y をmorphisms とし, X の open covering {Ui}i∈I が存在

して f |Ui
= g|Ui

(∀i) を満たすとする. このとき, f = g.

(b) X の open covering {Ui}i∈I と各 i に対して morphisms fi : Ui → Y

で, fi|Ui∩Uj
= fj |Ui∩Uj

(∀i, j) を満たすものが与えられているとする.
このとき, morphism f : X → Y で f |Ui

= fi (∀i) を満たすものが存在
する.

Proof. [H] II Theorem 3.3 Step3.

2.4 Closed immersion

Definition 2.15. morphism f : Y → X が closed immersion であると
は, sp(Y ) から sp(X) の closed subset への homeomorphism を誘導し, さ
らに f# : OY → f∗OX が surjective であるときをいう. scheme X の

closed subscheme とは X への closed immersions の同値類である. ただ
し, f : Y → X と f ′ : Y ′ → X が同値であるとは, isomorphism i : Y ′ → Y

で f ′ = f ◦ i を満たすものが存在するときをいう. 一般に, scheme の closed
subset にはいくつもの closed subscheme の構造が入ることに注意する.

Lemma 2.16. f : Y → X を schemes のmorphism とする.

(a) f が closed immersion のとき, 任意の open subset U ⊆ X に対して

f |f−1(U) : f−1(U) → U も closed immersion である.

(b) X の open covering {Ui}i∈I が存在して f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui が

closed immersion (∀i)になるとき, f も closed immersion である.

Proof. [G-D.1] Corollaire 4.2.4 b).

Lemma 2.17.

(a) A を ring, X := Spec A とするとき, A の ideals 全体と X の closed
subschemes 全体には a 7→ Spec A/a なる 1対 1対応がある.

(b) S を graded ring, X := ProjS, a を S の homogeneous ideal とすると
き, Proj S/a は自然にX の closed subscheme になる.

Proof. (a): [H] II Exercise 3.11(b) または, [H] II Corollary 5.10. (b): [H] II
Exercise 3.12(b) または, [G-D.2] Proposition 2.9.2.

Lemma 2.18. g : Y → X を closed immersion, h, h′ : Z → Y をmorphisms
とし, g ◦ h = g ◦ h′ とする. このとき, h = h′.
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Proof. set-theoretic map として g ◦ h = g ◦ h′ であるから, g の injectivity
より set-theoretic map として h = h′. また, g∗h# ◦ g# = g∗h′# ◦ g# であ

るから, g# の surjectivity より g∗h# = g∗h′#. ゆえに, h# = g−1g∗h# =
g−1g∗h′# = h′#. したがって, schemes のmorphism として h = h′.

2.5 Reduced

Definition 2.19. ring A の nilradical を nil A と書く. nil A = 0 のとき ring
A は reduced であるという. scheme X が reduced とは, 任意の open subset
U ⊆ X に対して OX(U) が reduced になるときをいう. これは各点 P ∈ X

での stalk OX,P が reduced になることと同値であることに注意する3.

2.6 Quasi-compact

Definition 2.20. scheme X が quasi-compact であるとは, topological space
sp(X) が quasi-compact であるとき, すなわち任意の open covering が finite
subcovering を持つときをいう.

Lemma 2.21.

(1) affine scheme は quasi-compact.

(2) scheme X が quasi-compact であるための必要十分条件は X が finite
open affine covering を持つことである.

Proof. (a): X := Spec A とし, {Ui}i∈I をX の任意の open covering とする.
各 Ui は A の ideal ai によって X − V (ai) と表せるが,

⋃
i∈I Ui = X より

V (
∑

i∈I ai) = ∅. ゆえに,
∑

i∈I ai = A. よって,
∑N

n=1 ain = 1 (ain ∈ ain)
と表せる. このとき,

∑N
n=1 ain = A ゆえ

⋃N
n=1 Uin = X である.

(b): scheme の定義から X は open affine covering {Ui}i∈I を持つが, X

が quasi-compact であるとすると, その中から finite subcovering がとれる.
逆に, X が finite open affine covering {Ui}N

i=1 を持つとする. {Vλ}λ∈Λ をX

の任意の open covering とする. 各 i に対して, (a) より Ui は quasi-compact
であり Ui ⊆ X =

⋃
λ∈Λ Vλ だから Ui ⊆

⋃
λ∈Λi

Vλ (Λi は Λの finite subset)
と表せる. このとき, Λ′ :=

⋃N
i=1 Λi も Λ の finite subset でX =

⋃
λ∈Λ′ Vλ で

ある. よって, X は quasi-compact.

Definition 2.22. schemes のmorphism f : X → Y が quasi-compact であ
るとは, Y が open affine covering {Vj}j∈J を持ち, 各 j に対して f−1(Vj) が
quasi-compact であるときをいう.

3[H] II Exercise 2.3.
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Lemma 2.23. schemes の morphism f : X → Y が quasi-compact である
ための必要十分条件は, Y の任意の open affine subset V に対して f−1(V )
が quasi-compact となることである.

Proof. 十分性は scheme の定義から明らかなので, 必要性を示す.
まず, 次を示す: open affine W (= Spec C) ⊆ Y について f−1(W ) が

quasi-compact となるとき, ∀h ∈ C に対して f−1(D(h)) も quasi-compact
となる. 実際, Lemma 2.21(b) より f−1(W ) は finite open affine covering
{Ui(= Spec Ai)}N

i=1 を持つ. f |Ui
: Ui → W に対応する ring homomorphism

を ϕi : C → Ai とすると, f−1(D(h)) ∩ Ui = (f |Ui
)−1(D(h)) = D(ϕi(h))

(Lemma 2.8(c)) は affine (Lemma 2.5) であり, f−1(D(h)) を cover する.
よって, Lemma 2.21(b) より f−1(D(h)) は quasi-compact.
さて, f が quasi-compactであるとする. このとき, Definition 2.22, Lemma

2.4(d), および上で示したことより, open affine W ⊆ Y で f−1(W ) が quasi-
compact となるものの全体が Y の open base を成す. そこで, 任意の open
affine V ⊆ Y は, open affine covering {Wk}k∈K で各 f−1(Wk) が quasi-
compactとなるものを持つ. ここで, Lemma 2.21(a)よりV は quasi-compact
だから #K < ∞ としてよい. 各 f−1(Wk) は finite open affine covering
{Uki}i∈Ik

を持つので, f−1(V ) =
⋃

k∈K f−1(Wk) は finite open affine cover-
ing {Uki}k∈K,i∈Ik

を持つ, すなわち quasi-compactである.
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3 Scheme-theoretic image の定義と一意性

3.1 定義

Definition 3.1. f : Z → X を schemes の morphism とする. Y を X の

closed subscheme とし, g : Y → X を closed immersion とする. f に対して

Y が (g が) 次の条件を満たすとき, Y は f の scheme-theoretic image であ
るという:

(1) f が Y を (g を) 一意に経由する.

(2) f が別の closed subscheme Y ′ を (closed immersion g′ を) 経由すると
き, g も Y ′ を (g′ を) 一意に経由する.

より正確に述べると次のようになる:

(1) ∃! morphism h : Z → Y s.t. f = g ◦ h.

(2) closed immersion g′ : Y ′ → X で ∃ morphism h′ : Z → Y ′ s.t. f =
g′ ◦ h′ を満たすものに対して, ∃! morphism k : Y → Y ′ s.t. g = g′ ◦ k.

Z
f //

h

  AAAAAAAA

h′

��0
0000000000000 X

Y

k

��

g
>>}}}}}}}}

Y ′

g′

FF��������������

Remark 3.2. (1)および (2)における経由の一意性は, closed immersion の
性質 (Lemma 2.18) より常に成立する.

3.2 一意性

scheme-theoretic image の一意性は, 普遍性質 (1),(2)からすぐにわかるの
でここで示しておく.

Proposition 3.3. f : Z → X をmorphismとする. 2つの closed immersions
g : Y → X, g′ : Y ′ → X が f の scheme-theoretic image を与えるとする. こ
のとき, Y ∼= Y ′ (X の closed immersions として) が成立する.

Proof. g′ の性質 (1)より f は g′ を経由するので, g の性質 (2)よりmorphism
k : Y → Y ′ で g = g′ ◦ k を満たすものが一意に存在する. 逆に, g の性質

(1)より f は g を経由するので, g′ の性質 (2)より morphism k′ : Y ′ → Y

で g′ = g ◦ k′ を満たすものが一意に存在する. このとき, g = g ◦ k′ ◦ k,
g′ = g′ ◦ k ◦ k′. Lemma 2.18 より idY = k′ ◦ k, idY ′ = k ◦ k′. ゆえに, k は

isomorphism. したがって, X の closed immersions として Y ∼= Y ′.
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4 局所的構成

以下, scheme-theoretic image の存在について考察する. 本節では, 局所的
に性質を満たすものを貼り合せるという方法で存在を示す. 以下でわかるよう
に, 貼り合せるためには f に条件が必要である. また, underlying topological
space および structure sheaf についても考察する.

4.1 X が affine の場合

まず, X が affine の場合を考察する. この場合, 次のように容易に構成で
きる.

Proposition 4.1. A を ring, X := Spec A とする. f : Z → X をmorphism
とし, f に対応する ring homomorphism (Lemma 2.7) を ϕ : A → OZ(Z) と
する. このとき, A の ideal kerϕ に対応するX の closed subscheme (Lemma
2.17(a)) Y は f の scheme-theoretic image である.

Proof. ψ : A → A/kerϕ を自然な homomorphism とする. このとき, ψ に対

応する schemes のmorphism g : Y → X が closed immersion である.
(1): ϕ : A → OZ(Z) は ϕ : A/kerϕ → OZ(Z) を誘導する. すなわち,

ϕ = ϕ ◦ ψ であり, ϕ は ψ を経由する. よって, f は g を経由する (Lemma
2.7).

(2): ϕ : A → OZ(Z) が A のある ideal a に対して自然な homomorphism
ψ′ : A → A/a を経由したとする. このとき, a = ker ψ′ ⊆ kerϕ より,
ψ : A → A/kerϕ は ψ : A/a → A/kerϕ を誘導する. すなわち, ψ = ψ ◦ ψ′

であり, ψ は ψ′ を経由する. よって, f : Z → X が別の closed immersion
g′ : Y ′ → X を経由するとき, g は g′ を経由する (Lemma 2.7, 2.17(a)).

次に, 存在の証明からは離れることになるが, X が affine の場合に Propo-
sition 4.1 で得られる Y の underlying topological space sp(Y ) について考察
しておく.

Proposition 4.2. Proposition 4.1 の仮定の下で,

(a) sp(Y ) ⊇ im f .

(b) Z が quasi-compact または reduced であるとき, sp(Y ) = im f .

ただし, ” ∗ ” はX での closure を表す.

Proof. 記号は Proposition 4.1 の証明と同じものを使用する.
(a): Y = im g ⊇ im (g ◦ h) = im f . 両辺 closure をとれば, Y ⊇ im f .

12



(b): Z の open affine covering {Wk}k∈K をとる. ρk : OZ(Z) → OZ(Wk)
を restriction mapとすると, f |Wk

: Wk → X に対応する ring homomorphism
は ρk ◦ ϕ : A → OZ(Wk) である. ゆえに,

im f = f(
⋃

k∈K

Wk)

⊇
⋃

k∈K

f(Wk)

=
⋃

k∈K

f |Wk
(V (0))

=
⋃

k∈K

V ((ρk ◦ ϕ)−1(0)).

ここで, OZ は sheaf なので, ∀s ∈ OZ(Z) に対して s|Wk
= 0 (∀k) ⇔ s = 0

を満たす. すなわち,
⋂

k∈K ρ−1
k (0) = {0} in OZ(Z) であるから,

Y = V (ϕ−1(0))

= V (ϕ−1(
⋂

k∈K

ρ−1
k (0)))

= V (
⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0)).

まず, Z が quasi-compact とすると, #K < ∞ としてよく,
⋃

k∈K

V ((ρk ◦ ϕ)−1(0)) = V (
⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0)).

よって, im f ⊇ Y .
次に, Z が reduced とすると,

√
0 = 0 in OZ(Wk). A の ideal a によっ

て, im f = V (a) と表しておく. このとき, 各 k ∈ K に対して, V (a) ⊇
V ((ρk ◦ ϕ)−1(0)) より,

√
a ⊆

√
(ρk ◦ ϕ)−1(0)

= (ρk ◦ ϕ)−1(
√

0)

= (ρk ◦ ϕ)−1(0).

ゆえに,

√
a ⊆

⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0),

V (
√

a) ⊇ V (
⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0)).

よって, im f = V (
√

a) ⊇ Y .
したがって, (a)と合わせれば, Z が quasi-compact または reduced のとき

Y = im f .
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Z が quasi-compact でなく reduced でもないとき, sp(Y ) ) im f となる場

合がある. それが次の例である.

Example 4.3. k を field とし, X := A1
k = Spec k[x] とする. また, Zn :=

Spec k[x]/(xn) (n = 1, 2, . . . ) とする. これらは A1
k の原点 O にさまざまな

構造を入れた closed subschemes であり, n ≥ 2 で reduced でない. これら
の disjoint union (Definition 2.13) をとって, Z :=

∐∞
n=1 Zn とする. sp(Z)

は無限個の点に discrete topology が入ったものなので quasi-compact ではな
いことに注意する. fn : Zn → X (n = 1, 2, . . . ) を closed immersion とし,
f :=

∐∞
n=1 fn : Z → X とする (Figure 1 参照).

O

X = A1
kZ

f

Figure 1.

sz-
*

Z1

Z2

Z3

Zn

このとき, f に対応する ring homomorphism は,

ϕ : OX(X) = k[x] → OZ(Z) =
∞∏

n=1

k[x]/(xn).

F 7→ (F mod xn)∞n=1

ゆえに, kerϕ =
⋂∞

n=1(x
n) = 0. 実際, F ∈ ⋂∞

n=1(x
n) かつ F 6= 0 とする

と, F ∈ (xdeg F+1) となり矛盾する. ここで, k[x] の ideal 0 で定まる X の

closed subscheme はX 自身である. よって, Proposition 4.1 より Y := X が

scheme-theoretic image である. 一方, im f = {O} = {O} である.

Remark 4.4. 今の Example 4.3 からわかるように, sp(Y ) ) im f となり得

る原因は, ”scheme の closed subset にはいくつもの reduced でない closed
subscheme の構造が入り得る” ということにある. 今の例は, {n}n∈N の上

限をとると∞ になってしまうということに類似しており, 無限個の closed
subschemes {Zn}n∈N の上限をとると {O} に収まりきらずに大きな subset
へ溢れるという現象が起きている.

sp(Y ) = im f となるためにはこのような現象を防ぐ条件が必要なのであ

るが, quasi-compact という条件は ”有限個の上限ならば∞ にならない” と
いうことであり, reduced という条件は ”構造を制限すれば無限個の上限でも
∞ にならない” ということである.
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4.2 貼り合わせのための十分条件

”経由する” という性質は次のような局所性を満たす.

Lemma 4.5. f : Z → X をmorphismとし, g : Y → X を closed immersion
とする.

(a) f が g を経由するとき, 任意の open subset U ⊆ X に対して f |f−1(U) :
f−1(U) → U も g|g−1(U) : g−1(U) → U を経由する.

(b) X の open covering {Ui}i∈I が存在して各 f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui が

g|g−1(Ui) : g−1(Ui) → Ui を経由するとき, f も g を経由する.

Proof. (a): 仮定より, morphism h : Z → Y が存在して f = g ◦ h が成

立する. このとき, f−1(U) = h−1(g−1(U)) より h(f−1(U)) ⊆ g−1(U) で,
f |f−1(U) = g|g−1(U) ◦ h|f−1(U). よって, f |f−1(U) も g|g−1(U) を経由する.

(b): 仮定より, 各 i に対して morphism hi : f−1(Ui) → g−1(Ui) が存在し
て f |f−1(Ui) = g|g−1(Ui) ◦ hi が成立する. このとき,

f |f−1(Ui∩Ui) = g|g−1(Ui∩Ui) ◦ hi|f−1(Ui∩Ui),

f |f−1(Ui∩Ui) = g|g−1(Ui∩Ui) ◦ hj |f−1(Ui∩Ui).

Lemma 2.18 より hi|f−1(Ui∩Ui) = hj |f−1(Ui∩Ui). ゆえに, {hi}i∈I の貼り

合わせ h : Z → Y が得られる (Lemma 2.14(b)). このとき, f |f−1(Ui) =
g|g−1(Ui) ◦ hi = (g ◦ h)|f−1(Ui) (∀i). よって, f = g ◦ h (Lemma 2.14(a)).

さて, X が一般の schemeの場合の構成法を考える. 上のLemma 4.5が成立
することを考えれば, X の open affine covering {Ui}i∈I をとって, Proposition
4.1 によって各 f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui の scheme-theoretic image Yi を構

成し, それらを貼り合わせるという方法が自然に考えられる. しかし, 貼り合
わせるためには各 i, j に対して Ui ∩ Uj で Yi と Yj が一致していなければな

らない. 後にわかるように, そのためには次の形で表される ”局所性” が要求
される:

Proposition 4.1 において, 任意の open subset U に対して, Y ∩U

が f |f−1(U) : f−1(U) → U の scheme-theoretic image である.

特に, basic open subset D(a) (a ∈ A) に対してこの要求が満たされるための
f の条件について考察する. そのために必要な記号と Lemma を準備する.

Definition 4.6. X を schemeとし, f ∈ OX(X) に対して,

Xf := {P ∈ X | fP 6∈ mX,P }

とする. ただし, fP は f の OX,P への image, mX,P は OX,P の maximal
ideal である.
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Lemma 4.7. X を schemeとし, f ∈ OX(X) とする.

(a) 任意のopen affine U(= Spec A) ⊆ X に対して, f := f |U ∈ OX(U) = A

とするとき, Xf ∩U = D(f)が成立する. 特に, Xf はX の open subset
である.

(b) f |Xf
は OX(Xf ) の unit である.

(c) X を quasi-compact または reduced とする4. このとき, g ∈ OX(X) が
g|Xf

= 0 in OX(Xf )を満たすとすると,あるn > 0が存在して fng = 0
in OX(X) となる.

Proof. (a): ∀p ∈ U = Spec A に対して,

p ∈ Xf ∩ U ⇔ fp 6∈ mX,p in OX,p

⇔ fp 6∈ mU,p in OU,p

⇔ f/1 6∈ pAp in Ap

⇔ f 6∈ p in A

⇔ p ∈ D(f).

よって, Xf ∩ U = D(f).
(b): 各点 P ∈ Xf で, fP 6∈ mX,P ゆえ fP は OX,P の unit. よって, f |Xf

も unit.
(c): X の open affine covering {Ui(= Spec Ai)}i∈I をとる. 各 i に対し

て, fi := f |Ui , gi := g|Ui ∈ OX(Ui) = Ai とおく. このとき, gi|Xf∩Ui =
(g|Xf

)|Xf∩Ui = 0 in OX(Xf ∩ Ui). すなわち, gi/1 = 0 in (Ai)fi . ゆえに, あ
る ni > 0 が存在して fni

i gi = 0 in Ai = OX(Ui) となる.
まず, X が quasi-compact とすると, #I < ∞ としてよい. そこで, n :=

maxi∈I{ni}(> 0) とおけば, (fng)|Ui = fn
i gi = 0 in OX(Ui) (∀i) より,

fng = 0 in OX(X) となる.
次に, X が reduced とすると, (figi)ni = (fni

i gi)gni−1
i = 0 より (fg)|Ui =

figi は OX(Ui) の nilpotent であり 0 (∀i). よって, fg = 0 in OX(X).

これを使うと次が証明される.

Proposition 4.8. Proposition 4.1 において, さらに Z が quasi-compact ま
たは reducedとする. このとき, 任意の a ∈ A をとると, closed immersion
g|g−1(D(a)) : g−1(D(a)) → D(a) が f |f−1(D(a)) : f−1(D(a)) → D(a) の
scheme-theoretic image を与える.

Proof. 記号は Proposition 4.1 の証明と同じものを使用する.

4[H] II Exercise 2.16(b) には ”X が quasi-compact” という仮定のみで記載されている.
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まず, g−1(D(a)) = D(ψ(a)) ∼= Spec (A/kerϕ)ψ(a)
∼= Spec Aa/(kerϕ)Aa

ゆえ g|g−1(D(a)) は Aa の ideal (kerϕ)Aa に対応する D(a) = Spec Aa の

closed subscheme を与える.
一方, f−1(D(a)) = Zϕ(a)である. 実際, Z のopen affine covering {Wk}k∈K

をとり, ρk : OZ(Z) → OZ(Wk)を restriction mapとすると, f |Wk
: Wk → X

に対応する ring homomorphism は ρk ◦ ϕ : A → OZ(Wk) である. ゆえに,
f−1(D(a))∩Wk = (f |Wk

)−1(D(a)) = D((ρk ◦ϕ)(a)) = Zϕ(a)∩Wk (Lemma
4.7(a)). 両辺”

⋃
k∈K” をとれば f−1(D(a)) = Zϕ(a).

次に, schemes の可換図式

Z
f // X

Zϕ(a)

f |Zϕ(a) //
?�

OO

D(a)
?�

OO

において global sections をとった rings の可換図式を

OZ(Z)

ρ

��

A
ϕoo

α

��
OZ(Zϕ(a)) Aa

ϕaoo

とする. このとき, ρ は restriction map, α は b 7→ b/1 である. ゆえに,
∀b ∈ A, ∀m ≥ 0 に対して,

ϕa(b/1) = (ϕa ◦ α)(b) = (ρ ◦ ϕ)(b) = ϕ(b)|Zϕ(a) ,

ϕa(b/am) = ϕa(b/1)ϕa(a/1)−m = (ϕ(b)|Zϕ(a))(ϕ(a)|Zϕ(a))
−m.

さて, ∀b/am ∈ Aa に対して,

b/am ∈ kerϕa ⇔ (ϕ(b)|Zϕ(a))(ϕ(a)|Zϕ(a))
−m = 0

⇔ ϕ(b)|Zϕ(a) = 0
(∗)⇔ ∃l ≥ 0 s.t. ϕ(a)lϕ(b) = 0

⇔ ∃l ≥ 0 s.t. alb ∈ kerϕ

⇔ b/am ∈ (kerϕ)Aa.

(∗)について:
(⇒): Z が quasi-compact または reduced だから Lemma 4.7(c) より.
(⇐): ”|Zϕ(a)”をとれば (ϕ(a)|Zϕ(a))

l(ϕ(b)|Zϕ(a)) = 0. ϕ(a)|Zϕ(a) はOZ(Zϕ(a))
の unit (Lemma 4.7(b)) ゆえ, ϕ(b)|Zϕ(a) = 0.
ここで, ϕa は f |f−1(D(a)) に対応する ring homomorphism であったことに

注意する. g|g−1(D(a)) : g−1(D(a)) → D(a)はAa の ideal (kerϕ)Aa = ker ϕa

に対応する D(a) の closed subscheme を与えるので, Proposition 4.1 より
f |f−1(D(a)) の scheme-theoretic image を与える.
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D(a) の形の open subset についてのみ示すことができれば, 任意の open
subset の場合に一般化される.

Proposition 4.9. Proposition 4.1 において, さらに Z が quasi-compact ま
たは reduced だとする. このとき, 任意の open subset U をとると, closed
immersion g|g−1(U) : g−1(U) → U が f |f−1(U) : f−1(U) → U の scheme-
theoretic image を与える.

Proof. (1): f は g を経由するので, Lemma 4.5(a) より f |f−1(U) は g|g−1(U)

を経由する.
(2): Lemma 2.4(d) より U =

⋃
i∈I D(ai) (ai ∈ A) と表せる. Proposition

4.8 より, 各 i に対して g|g−1(D(ai)) : g−1(D(ai)) → D(ai) は f |f−1(D(ai)) :
f−1(D(ai)) → D(ai) の scheme-theoretic image を与える.
さて, f |f−1(U) : f−1(U) → U が closed immersion g′ : Y ′ → U を経由し

たとする. このとき, Lemma 4.5(a) より各 f |f−1(D(ai)) も g′|g′−1(D(ai)) を経

由する. ゆえに, g|g−1(D(ai)) の性質 (2)より g|g−1(D(ai)) は g′|g′−1(D(ai)) を

経由する. よって, Lemma 4.5(b) より g|g−1(U) も g′ を経由する.

4.3 貼り合わせによる構成

今までの議論から貼り合わせるための十分条件が得られた. そこで, X が

一般の scheme の場合について考察する.

Theorem 4.10. f : Z → X を schemes の morphism とする. f が quasi-
compact または Z が reduced ならば f の scheme-theoretic image を貼り合
わせにより構成できる.

Proof. {Ui}i∈I を X の open affine subsets 全体とする5. Proposition 4.1
より各 f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui の scheme-theoretic image Yi が存在する.
gi : Yi → Ui を closed immersion とし, Yij := g−1

i (Ui ∩ Uj) とおく.
f が quasi-compact のとき各 f−1(Ui) は quasi-compact (Lemma 2.23). Z

が reduced のとき各 f−1(Ui) は reduced. そこで, Proposition 4.9 を open
subset Ui ∩ Uj ⊆ Ui および Ui ∩ Uj ⊆ Uj について適用すると, 2 つの
closed immersions gi|Yij : Yij → Ui ∩ Uj および gj |Yji : Yji → Ui ∩ Uj

が f |f−1(Ui∩Uj) : f−1(Ui ∩ Uj) → Ui ∩ Uj の scheme-theoretic image を
与える. よって, scheme-theoretic image の一意性 (Proposition 3.3) より
∃ isomorphism ϕij : Yij → Yji s.t. gi|Yij = gj |Yji ◦ ϕij .
{Yi}i を {ϕij}ij に沿って貼り合わせる (Lemma 2.13) ために次を示す.

(i) ϕij = ϕ−1
ji (∀i, j).

5Theorem の証明のみならば {Ui}i∈I は open affine subsets 全体でなくても open affine
covering であれば十分である. しかし, 後に structure sheaf を考察する際 (Theorem 4.16),
任意の open affine subset についてある性質が成り立つことを使いたいのであえてそうした.
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(ii) ϕij(Yij ∩ Yik) = Yji ∩ Yjk (∀i, j, k).

(iii) ϕik = ϕjk ◦ ϕij on Yij ∩ Yik (∀i, j, k).

(i): gj |Yji ◦ ϕij = gi|Yij

= gi|Yij
◦ ϕji ◦ ϕ−1

ji

= gj |Yji
◦ ϕ−1

ji .

Lemma 2.18 より ϕij = ϕ−1
ji .

(ii): ϕij(Yij ∩ Yik) = ϕij(g−1
i (Ui ∩ Uj) ∩ g−1

i (Ui ∩ Uk))

= ϕ−1
ji (g−1

i (Ui ∩ Uj ∩ Uk))

= g−1
j (Ui ∩ Uj ∩ Uk)

= g−1
j (Uj ∩ Ui) ∩ g−1

j (Uj ∩ Uk)

= Yji ∩ Yjk.

(iii): gk|Yki∩Ykj
◦ ϕik|Yij∩Yik

= gi|Yij∩Yik

= gj |Yji∩Yjk
◦ ϕij |Yij∩Yik

= gk|Yki∩Ykj
◦ ϕjk|Yji∩Yjk

◦ ϕij |Yij∩Yik
.

Lemma 2.18 より ϕik|Yij∩Yik
= ϕjk|Yji∩Yjk

◦ ϕij |Yij∩Yik
.

したがって, {Yi}i を {ϕij}ij に沿って貼り合わせた scheme Y が得られ

る (Lemma 2.13). また, gi|Yij = gj |Yji ◦ ϕij より {gi}i∈I を貼り合わせた

schemes の morphism g : Y → X が得られる (Lemma 2.14(b)). ここで, 各
g|g−1(Ui)(= gi) : g−1(Ui) → Ui が closed immersion だから g : Y → X も

closed immersion である (Lemma 2.16(b)). 最後に, g が f に対して (1),(2)
を満たすことを示す.

(1): 各 f |f−1(Ui) は g|g−1(Ui) を経由するので, Lemma 4.5(b) より f は g

を経由する.
(2): f : Z → X が closed immersion g′ : Y ′ → X を経由したとする. こ
のとき, Lemma 4.5(a) より各 f |f−1(Ui) も g′|g′−1(Ui) を経由する. ゆえに,
g|g−1(Ui) の性質 (2)より g|g−1(Ui) は g′|g′−1(Ui) を経由する. よって, Lemma
4.5(b) より g も g′ を経由する.
以上より, Y は f の scheme-theoretic image である.

次に, underlying topological space sp(Y )について考察すると, Proposition
4.2 の結果を一般化できる.

Theorem 4.11. f : Z → X をmorphism とし, f が quasi-compact または
Z が reduced とする. このとき, Theorem 4.10 で得られる scheme-theoretic
image Y について,

sp(Y ) = im f

が成立する.
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Proof. 記号は Theorem 4.10 の証明と同じものを使用する.
Proposition 4.2 より, Yi = im (f |f−1(Ui))

Ui (∀i) である. ただし, ” ∗ Ui” は
Ui での closure を表す. Y は Yi(⊆ Ui) を貼り合わせたものだから,

Y =
⋃

i∈I

Yi

=
⋃

i∈I

im (f |f−1(Ui))
Ui

=
⋃

i∈I

im f ∩ Ui
Ui

⊆ im f.

逆の包含関係は f が Y を経由することから, Proposition 4.2(a) の証明と同
様である.

f が quasi-compact でなく Z が reduced でもない場合, Theorem 4.10 に
おける scheme-theoretic image の構成法が適用できない例がある.

Example 4.12. k を field とし, X := P1
k = Proj k[x, y] とする. また,

Zn := Proj k[x, y]/(xn) (n = 1, 2, . . . ) とする. これらは P1
k の点O := (0 : 1)

にさまざまな構造を入れた closed subschemes であり, n ≥ 2 で reduced でな
い. これらの disjoint unionをとって, Z :=

∐∞
n=1 Zn とする. fn : Zn → X

(n = 1, 2, . . . ) を closed immersion とし, f :=
∐∞

n=1 fn : Z → X とする

(Figure 2 参照). ここで, Proj k[x, y]/(xn) ∼= Spec k[x]/(xn) に注意する.

O ∞

X = P1
kZ

f

Figure 2.

sz-
*

Z1

Z2

Z3

Zn

X = P1
k は 2つの open affine subsets

UO := X − {∞} = D+(y) (∼= A1
k)

U∞ := X − {O} = D+(x) (∼= A1
k)

で cover される (ただし, ∞ := (1 : 0)).
f |f−1(UO) : f−1(UO) = Z → UO = A1

k は Example 4.2 で扱ったmorphism
と同じである (ゆえに, f は quasi-compact ではない). よって, f |f−1(UO) の

scheme-theoretic image YO は UO である.
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f |f−1(U∞) : f−1(U∞) = ∅ → U∞ = A1
k について,対応する homomorphism

は,
ϕ∞ : OX(U∞) = k[x] → OZ(∅) = 0.

ゆえに, kerϕ∞ = k[x]. ここで, ideal k[x] で定まる U∞ = A1
k の closed

subscheme は ∅ である.
このとき,

YO∞ := g−1
O (UO ∩ U∞) = UO ∩ U∞ in YO = UO.

Y∞O := g−1
∞ (UO ∩ U∞) = ∅ in Y∞ = ∅.

よって, YO∞ 6∼= Y∞O より貼り合わせできない.

Remark 4.13. 上の Example 4.12 は Theorem 4.10 の構成法で scheme-
theoretic imageを得られない例である. しかし, scheme-theoretic imageが存
在しない例というわけではない. 実は, この例ではX 自身が scheme-theoretic
image となる. そのことは後に Example 5.19 で示す.

4.4 Structure sheaf についての考察

次に, Theorem 4.10 で得られる scheme-theoretic image Y の structure
sheaf OY について考察する. そのために ideal sheaf を用いる.

Definition 4.14. X を scheme, Y をX の closed subscheme とし, g : Y →
X を closed immersion とする. このとき, X 上の ideal sheaf ker g# を Y の

ideal sheaf といい, IY と書く.

Lemma 4.15. X を scheme, Y をX の closed subscheme とするとき,

(a) 任意の open affine U(= Spec A) ⊆ X に対して, U の closed subscheme
Y ∩ U に対応する A の ideal はIY (U) である.

(b) OY = (OX/IY )|Y が成立する.

Proof. [H] II Proposition 5.9.

Theorem 4.16. f : Z → X をmorphism とし, f が quasi-compact または
Z が reduced とする. このとき, Theorem 4.10 で得られる scheme-theoretic
image Y について,

IY = ker f#

OY = (im f#)|Y

が成立する. 特に Z が reduced のとき, Y は reduced である.
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Proof. 記号は Theorem 4.10 の証明と同じものを使用する.
{Ui(= Spec Ai)}i∈I が X の open affine subsets 全体であったことに注意
する. ここで, f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui に対応する ring homomorphism は
f#(Ui) : Ai → OZ(f−1(Ui)) である. Theorem 4.10 の証明より, Y は Ai の

ideal ker (f#(Ui)) に対応する Ui の closed subscheme Yi = Y ∩Ui を貼り合

わせたものであった. ゆえに, Lemma 4.15(a) より,

IY (Ui) = ker (f#(Ui)) = (ker f#)(Ui) in Ai = OX(Ui).

さて, 任意の open subset U ⊆ X をとると, {Ui}i∈J が U の open affine
covering となるように J ⊆ I をとることができる. このとき, IY および

ker f# が sheaf であることに注意すれば, ∀s ∈ OX(U) に対して,

s ∈ IY (U) ⇔ s|Ui ∈ IY (Ui) (∀i ∈ J)

⇔ s|Ui ∈ (ker f#)(Ui) (∀i ∈ J)

⇔ s ∈ (ker f#)(U).

よって, IY = ker f# in OX .
次に, Lemma 4.15(b) より,

OY = (OX/IY )|Y = (OX/ker f#)|Y = (im f#)|Y .

最後に, Z が reduced のとき,
√

0 = 0 in OZ(f−1(Ui)) に注意すると,

√
IY (Ui) =

√
f#(Ui)−1(0) = f#(Ui)−1(

√
0) = f#(Ui)−1(0) = IY (Ui).

よって, 各 Yi = Spec (OX(Ui)/IY (Ui))は reducedだから Y も reduced.

f が quasi-compact でなく Z が reduced でなくても, X が affine ならば
Proposition 4.1 より scheme-theoretic image を構成することができる. しか
し, この場合IY = ker f# が成立しない例がある.

Example 4.17. f を Example 4.2 と同じものとする. scheme-theoretic
image Y はX 自身であった. ゆえに, IY = 0. 一方, U := D(x) = X − {O}
とおくと,

f#(U) : OX(U) = k[x]x → OZ(f−1(U)) = OZ(∅) = 0.

ゆえに, (ker f#)(U) = ker (f#(U)) = k[x]x 6= 0. よって, ker f# 6= 0.
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5 大域的構成

前節では, 局所的なものを貼り合わせるという方法で scheme-theoretic im-
age を構成した. しかし, そのためには f に条件が必要であった. 本節では,
大域的に考察することで任意の f について scheme-theoretic image を構成
する.
幾何学的なアイディアは, f が経由するようなX の全ての closed subschemes
を考えて, それらの”intersection (に相当するもの)”をとるということである.
そのための道具として”quasi-coherent” という概念を用いる.

5.1 Quasi-coherent

Definition 5.1. A を ring, X := Spec A, M を A-module とするとき, X

上のM に付随する OX -module M̃ を次で定義する: 各 open subset U ⊆ X

に対して,
M̃(U) = {s : U →

∐

p∈U

Mp | (i),(ii)を満たす }.

ただし,

(i) ∀p ∈ U に対して s(p) ∈ Mp.

(ii) ∀p ∈ U に対して p の open neighborhood V およびm ∈ M, f ∈ A が

存在して各点 q ∈ V で f 6∈ qかつ s(q) = m/f in Mq.

Lemma 5.2. A を ring, X := Spec A, M を A-module とするとき,

(a) p ∈ X に対して (M̃)p
∼= Mp.

(b) f ∈ A に対して M̃(D(f)) ∼= Mf .

(c) M̃(X) ∼= M .

Proof. [H] II Proposition 5.1.

Definition 5.3. X を scheme とする. OX -module F が quasi-coherent で
あるとは, X が open affine covering {Ui(= Spec Ai)}i∈I を持ち, 各 i に対し

てある Ai-module Mi によってF |Ui
∼= M̃i と表せるときをいう.

Lemma 5.4. X を scheme とする.

(a) {Fi}i∈I を quasi-coherent OX -modules とすると,
⊕

i∈I Fi も quasi-
coherent.

(b) F ,G をquasi-coherent OX -modulesとすると, F⊗G もquasi-coherent.

Proof. [H] II Proposition 5.2.
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Lemma 5.5. X を scheme とし, F : F → G を OX -modules のmorphism
とする. このとき, F および G が quasi-coherent ならば kerF および im F

も quasi-coherentである.

Proof. [H] II Proposition 5.7.

Lemma 5.6. f : Z → X を schemes の morphism とし, 次の条件 (∗)を満
たすとする:

X の open affine covering {Ui}i∈I と各 i に対して f−1(Ui) の
finite open affine covering {Wij}Ni

j=1 が存在して, 各 i, j, k に対し

てWij ∩Wik が quasi-compact となる.

このとき, F が quasi-coherent OZ-module とすると, f∗F は quasi-coherent
OX -module である.

Proof. [H] II Proposition 5.8 6.

Lemma 5.7. X を scheme とするとき, X の closed subschemes 全体と X

上の quasi-coherent ideal sheaves 全体には Y 7→ IY なる 1対 1対応がある.
逆の対応は, I 7→ Y, sp(Y ) := Supp(OX/I ), OY := (OX/I )|Y で与えら
れる.

Proof. [H] II Proposition 5.9.

5.2 大域的構成

さて, scheme-theoretic image の定義を ideal sheaf で言い換えると次のよ
うになる.

Proposition 5.8. f : Z → X を schemes の morphism とし, g : Y → X,
g′ : Y ′ → X を closed immersions とするとき,

(a) f が g を経由する⇔ IY ⊆ ker f# in OX .

(b) g が g′ を経由する⇔ IY ′ ⊆ IY in OX .

Proof. (1): (⇒): 仮定より ∃h : Z → Y s.t. f = g ◦ h. このとき, f# =
g∗h# ◦ g#. よって, IY = ker g# ⊆ ker f#.

(⇐): まず, f(Z) ⊆ Supp(OX/IY ) = Y が成立する. 実際, ∀z ∈ Z を

とり, x := f(z)(∈ X) とおくと, IY,x ⊆ (ker f#)x = ker (f#
x ) in OX,x. こ

こで, ring homomorphism f#
x : OX,x → (f∗OZ)x において, x ∈ f(Z) ゆえ

6[H] II Proposition 5.8 における仮定は, ”X が noetherian または f が quasi-compact &
separated” となっているが, その証明に必要な仮定は (∗) まで緩めることができる.
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(f∗OZ)x 6= 0だから ker (f#
x ) ( OX,x. よって, (OX/IY )x = OX,x/IY,x 6= 0.

すなわち, x ∈ Supp(OX/IY ).
ゆえに, (set-theoretic) map h : sp(Z) → sp(Y ) が存在して f = g ◦ h (set-

theoretic maps として) を満たす. f は continuous で g は inclusion map だ
から, h も continuous.
次に, IY ⊆ ker f# より, f# : OX → f∗OZ は f# : OX/IY → f∗OZ を

誘導する. すなわち, g# : OX → g∗OY = OX/IY によって, f# = f# ◦ g#

と表せる. そこで, h# := g−1f# : g−1(OX/IY ) = OY → g−1f∗OZ =
g−1g∗h∗OZ = h∗OZ とする. このとき, ∀z ∈ Z に対して, f#

z : OX,f(z) →
OZ,z は local homomorphismだから,誘導されるf#

z = h#
z : OX,f(z)/IY,f(z) =

(O/IY )f(z) = OY,h(z) → OZ,z も local homomorphism. よって, (h, h#) :
Z → Y は schemes のmorphism.
ここで, g∗h# : g∗OY → g∗h∗OZ は f# : OX/IY → f∗OZ と同じ mor-

phism であり, g∗h# ◦ g# = f# ◦ g# = f#. したがって, f = g ◦ h (schemes
のmorphism として) である.

(b): (a)において f を g に, g を g′ にそれぞれ置き換えればよい.

Corollary 5.9. schemes のmorphism f : Z → X に対して, ker f# に含ま

れるX 上の quasi-coherent ideal sheaves の全体を If とする. このとき, X

の closed subscheme Y に対して,

Y が f の scheme-theoretic image ⇔ IY が If の最大元

が成立する.

Proof. Lemma 5.7 および Proposition 5.8 より.

Corollary 5.10. 特に ker f# が quasi-coherent ならば, ker f# が If の最

大元であるから, それに対応する X の closed subscheme が f の scheme-
theoretic imageである.

Remark 5.11. Corollary 5.10 は, ker f# が quasi-coherent となる f の (十
分)条件を考える動機を与える. すぐに思いつくのは次の条件 (∗)である:

X の open affine covering {Ui}i∈I と各 i に対して f−1(Ui) の
finite open affine covering {Wij}Ni

j=1 が存在して, 各 i, j, k に対し

てWij ∩Wik が quasi-compact になる.

実際, f が (∗)を満たすとき, OZ は Z 上 quasi-coherent だから f∗OZ は X

上 quasi-coherent (Lemma 5.6). 一方 OX は X 上 quasi-coherent だから,
f# : OX → f∗OZ に Lemma 5.5 を適用すれば ker f# も quasi-coherent.
したがって, Corollary 5.10 より f が (∗)を満たすとき ker f# に対応する

X の closed subscheme Y が f の scheme-theoretic imageである.
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これは, 少し強い仮定の下での Theorem 4.10 および Theorem 4.16 の別証
明である.

Remark 5.12. Remark 5.11と逆に考えれば, Theorem 4.10およびTheorem
4.16 から, f の条件として (∗)まで仮定しなくても”f が quasi-compact また
は Z が reduced” を仮定すれば, (f∗OZ が quasi-coherent であるとは限らな
いが) ker f# が quasi-coherent であることが従う.

Example 5.13. Example 4.3 (および 4.17) と同じ f を考える. Y := X が

f の scheme-theoretic image だったから, Corollary 5.9 より IY = 0 が If

の最大元. 一方 0 ( ker f# であった. この例は If の最大元が存在したとして

もそれが ker f# でない例であり, Corollary 5.10 の逆が成立しない例である.

さて, 任意の f について scheme-theoretic image を構成したい. X の

closed subschemes の categoryを包含する大きな category として, X 上の

ideal sheaves 全体を考えることができる. intersection をとる操作に相当する
ものは sumをとる操作であるから,その操作が closed subschemesの category
の中で閉じていること, および ”f が経由する” という性質を保存すること,
を示せばよい.

Theorem 5.14. 任意の morphism f : Z → X に対して, f の scheme-
theoretic image が存在する.

Proof. {Ii}i∈I := If とする. 少なくとも 0 ∈ If だから I 6= ∅ である. そ
こで,

∑
i∈I Ii について考える. これは, 各 open subset U ⊆ X に対して

OX(U)の ideal
∑

i∈I Ii(U)を対応させるX 上の ideal presheaf pre-
∑

i∈I Ii

を sheaf 化したX 上の ideal sheaf である.
このとき, Ii ⊆ pre-

∑
i∈I Ii ⊆ ker f# in OX であるから, sheaf 化すれば

Ii ⊆
∑

i∈I Ii ⊆ ker f# in OX .
また, F :

⊕
i∈I Ii → OX を埋め込み Ii → OX から定まる morphism と

すれば,
∑

i∈I Ii = im F である. 各 Ii は quasi-coherent だから,
⊕

i∈I Ii

も quasi-coherent (Lemma 5.4(a)). OX も quasi-coherent だから im F も

quasi-coherent (Lemma 5.5) である.
以上より,

∑
i∈I Ii は If の最大元. よって, Corollary 5.9 より

∑
i∈I Ii に

対応するX の closed subscheme が f の scheme-theoretic image である.

5.3 Example

Example 4.12 は, Theorem 4.10 の証明法では scheme-theoretic image を
構成することができなかった. しかし, Theorem 5.14 から存在が保証された.
そこで本節の最後の議論として, この例について scheme-theoretic image を
求める.
まずは議論で必要になる事項を挙げておく.
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Definition 5.15. S を graded ring, X := Proj S, M を graded S-module
とするとき, X 上のM に付随する OX -module M̃ を次で定義する: 各 open
subset U ⊆ X に対して,

M̃(U) = {s : U →
∐

p∈U

M(p) | (i),(ii)を満たす }.

ただし,

(i) ∀p ∈ U に対して s(p) ∈ M(p).

(ii) ∀p ∈ U に対して pの open neighborhood V および d ∈ Z,m ∈ Md, f ∈
Sd が存在して各点 q ∈ V で f 6∈ qかつ s(q) = m/f in M(q).

Definition 5.16. S を graded ring, X := Proj S とする. d ∈ Z に対して,
OX(d) を S(d)̃ で定義する. ただし, S(d) とは S を d だけねじった graded
S-module である. OX -module F に対して, F (d) をF ⊗ OX(d) で定義し,
F に付随する graded S-module Γ∗(F ) を

⊕
d∈Z Γ(X, F (d)) で定義する.

Lemma 5.17. A を ring, r ≥ 0, X := Proj A[x0, . . . , xr] とすると,

Γ∗(OX) ∼= A[x0, . . . , xr].

Proof. [H] II Proposition 5.13.

Lemma 5.18. S を graded ring で S = S0[f0, . . . , fr] (fi ∈ S1) なるものと
し, X := Proj S とする. このとき,

(a) 任意の quasi-coherent OX -module F に対して, (Γ∗(F ))̃ ∼= F .

(b) 2つの graded S-modules M, M ′ が,ある d0 ∈ ZでMd
∼= M ′

d (∀d ≥ d0)
となるとき, M̃ ∼= M̃ ′.

(c) 任意の finite graded S-module M に対して, ある d0 ∈ Z が存在して
Γ(X, M̃(d)) ∼= Md (∀d ≥ d0) となる.

Proof. [H] II Proposition 5.15, II Exercise 5.9. または, [G-D.2] Proposition
2.6.5, Proposition 2.7.3, Théorème 2.7.5.

Example 5.19. Example 4.12 と同じ f を考える.
実は, この例では If = {0} となる. これより, 0 が If の最大元であり,

Corollary 5.9 より 0 に対応する X の closed subscheme X が f の scheme-
theoretic image である.

Proof of ”If = {0}”. I ∈ If とする. functor ”Γ∗” は left exact だから,
I ⊆ ker f# ⊆ OX より Γ∗(I ) ⊆ Γ∗(ker f#) ⊆ Γ∗(OX) とみなせる.

27



functor ”⊗OX(d)” は exact であることに注意すると,

Γ∗(ker f#) =
⊕

d∈Z
Γ(X, (ker f#)(d))

=
⊕

d∈Z
Γ(X, ker (f#(d)))

=
⊕

d∈Z
ker (Γ(X, f#(d))).

ここで,

f#(d) : OX(d) → (f∗OZ)(d) =
∞∏

n=1

fn∗OZn
(d),

Γ(X, f#(d)) : Γ(X, OX(d)) →
∞∏

n=1

Γ(Zn,OZn
(d)).

Lemma 5.17 より Γ(X, OX(d)) ∼= k[x, y]d. また, Lemma 5.18(c) よりある
d0 ∈ Z が存在して Γ(Zn, OZn(d)) ∼= (k[x, y]/(xn))d (∀d ≥ d0). このとき,
d ≥ d0 に対して,

Γ(X, f#(d)) : k[x, y]d →
∞∏

n=1

(k[x, y]/(xn))d,

F 7→ (F modxn)∞n=1

ゆえに, ker (Γ(X, f#(d))) = k[x, y]d ∩
⋂∞

n=1(x
n) = k[x, y]d ∩ 0 = 0. よって,

Lemma 5.18(b) より,

(
⊕

d∈Z
ker (Γ(X, f#(d))))̃ = 0.

さて, functor ”˜” は exact であることに注意する. I は quasi-coherent
だから Lemma 5.18(a) より OX の中で,

I = (Γ∗(I ))̃

⊆ (Γ∗(ker f#))̃

= (
⊕

d∈Z
ker (Γ(X, f#(d))))̃

= 0.

したがって, I = 0. 以上より, If = {0}.
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6 Non-reduced-degree を用いた一般化

Theorem 4.11 で, f が quasi-compact または Z が reduced という仮定の
下で sp(Y ) = im f であることがわかった. 本節では, これが成立するための
条件をさらに緩めることについて議論する.

6.1 Non-reduced-degree の導入

Example 4.3 およびRemark 4.4 について思い出すと, reduced という条件
は ”構造を制限すれば無限個の上限でも∞ にならない” ということであった.
しかし, reduced という強い条件で制限する必要はない. 実際, quasi-compact
でなく reduced でもないが sp(Y ) = im f が成立する例として, 次のような明
らかなものがある.

Example 6.1. k を field とし, X := A1
k = Spec k[x], Zn := Spec k[x]/(x2),

Z :=
∐∞

n=1 Zn とする. fn : Zn → X (n = 1, 2, . . . ) を closed immersions と
し, f :=

∐∞
n=1 fn : Z → X とする. このとき, f は quasi-compact でなく, Z

は reduced でない.
f に対応する ring homomorphism は,

ϕ : OX(X) = k[x] → OZ(Z) =
∞∏

n=1

k[x]/(x2).

F 7→ (F modx2)∞n=1

ゆえに, kerϕ =
⋂∞

n=1(x
2) = (x2). Proposition 4.1 より Y := Spec k[x]/(x2)

が scheme-theoretic image である. したがって, sp(Y ) = im f = {O}.

上の例が sp(Y ) = im f となる理由は, Z の全ての union の成分の構造が
reduced (”1 重の点”) ではないものの, ”2 重の点”に抑えられているためであ
る. すなわち, 列 {2}∞n=1 の上限が 2 であり, 有限の値だからである. そこで
一般の scheme について, その”有限の値” に対応する不変量を導入する.

Definition 6.2. ring A の non-reduced-degree d(A) ∈ N ∪ {∞} を

d(A) :=





n if ∃n ∈ N s.t. (nil A)n−1 6= 0, (nil A)n = 0.

∞ if ∀n ∈ N, (nil A)n 6= 0.

で定義する. scheme X の non-reduced-degree d(X)を supP∈X {d(OX,P )}で
定義する.

”non-reduced-degree” という名称は次の性質に由来する. 大雑把に言えば,
この値は reduced という構造からどれだけ離れているかを表す.

Lemma 6.3.
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(a) A を ring とするとき, A が reduced ⇔ d(A) = 1.

(b) X を scheme とするとき, X が reduced ⇔ d(X) = 1.

Proof. (a): A が reduced ⇔ nilA = 0

⇔ d(A) = 1.

(b): X が reduced ⇔ ∀P ∈ X, OX,P が reduced

⇔ ∀P ∈ X, d(OX,P ) = 1

⇔ d(X) = supP∈X {d(OX,P )} = 1.

以下のいくつかの性質は, non-reduced-degree を計算する際有用である.

Lemma 6.4. X を scheme, {Ui}i∈I を open covering とするとき,

d(X) = supi∈I {d(Ui)}.

Proof. d(X) = supP∈X {d(OX,P )}
= supi∈I {supP∈Ui

{d(OUi,P )}}
= supi∈I {d(Ui)}.

Lemma 6.5. A を ring, X := Spec A とするとき,

d(X) = d(A).

Proof. まず, ∀n ∈ N に対して,

(nil A)n = 0 ⇔ ∀p ∈ X, ((nilA)n)p = 0

⇔ ∀p ∈ X, ((nilA)p)n = 0

⇔ ∀p ∈ X, (nil (Ap))n = 0.

が成立する.
さて, d(X) = supp∈X {d(OX,p)} = supp∈X {d(Ap)} であるから, d(A) =

supp∈X {d(Ap)} を示せばよい.
まず, d(A) = ∞ とする. このとき, ∀n ∈ N に対して, (nil A)n = 0. す
なわち, ∃p ∈ X s.t. (nil (Ap))n 6= 0. ゆえに, d(Ap) > n. まとめると,
∀n ∈ N, ∃p ∈ X s.t. d(Ap) > n であり, これは supp∈X {d(Ap)} = ∞ を意味
する.
次に, d(A) < ∞ とする. このとき, (nilA)d(A) = 0 より, ∀p ∈ X に対して

(nil (Ap))d(A) = 0. よって, supp∈X{d(Ap)} ≤ d(A). 一方, (nil A)d(A)−1 6= 0
より ∃p ∈ X s.t. (nil (Ap))d(A)−1 6= 0. このとき, d(Ap) ≥ d(A). したがって,
d(A) = supp∈X {d(Ap)}.
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Lemma 6.6. X を scheme とするとき,

d(X) = sup {d(OX(U)) |U ⊆ X: open }.

Proof. (≤): Lemma 6.4, 6.5 より,

d(X) = sup {d(U) |U ⊆ X: open affine}
= sup {d(OX(U)) |U ⊆ X: open affine}
≤ sup {d(OX(U)) |U ⊆ X: open }.

(≥): d(X) = ∞ のときは明らかなので, d := d(X) < ∞ とする. 任意
の open subset U ⊆ X をとる. sj ∈ nilOX(U) (1 ≤ j ≤ d) をとって,
s := s1 · · · sd とする. このとき任意の P ∈ U をとると, (sj)P ∈ nil OX,P で

ある. 実際, ある nj ∈ N が存在して s
nj

j = 0 となり, ((sj)P )nj = (snj

j )P = 0
in OX,P . ゆえに, sP = (s1)P · · · (sd)P ∈ (nil OX,P )d = 0. よって, s = 0. す
なわち, (nil OX(U))d = 0 であり, d(OX(U)) ≤ d = d(X).

Example 6.7. k を field とする.

(a) X := Spec k[x]/(xn) のとき d(X) = n.

(b) X := Spec k[x1, . . . , xn]/(xn1
1 · · ·xnr

r )のとき d(X) = max{n1, . . . , nr}.

(c) X := Spec k[x1, . . . , xn]/(xn1
1 , . . . , xnr

r ) のとき d(X) =
∑

(ni − 1) + 1.

(d) X := Spec k[x1, x2, . . . ]/(x 2
1 , x 2

2 , . . . ) のとき d(X) = ∞.

(e) Z :=
∐∞

n=1 Spec k[x]/(xn) のとき d(Z) = ∞.

(f) Z :=
∐∞

n=1 Spec k[x]/(x2) のとき d(Z) = 2.

Proof. (a): A := k[x]/(xn) = k[x] とおくと, nil A = (x) で,

(nil A)n−1 = (xn−1) 6= 0,

(nil A)n = (xn) = 0.

(b): A := k[x1, . . . , xn]/(xn1
1 · · ·xnr

r ) = k[x1, . . . , xn], d := max{n1, . . . , nr}
とおくと, nil A = (x1 · · ·xr) で,

(nil A)d−1 = (x1 · · ·xr
d−1) 6= 0,

(nil A)d = (x1 · · ·xr
d) = 0.

(c): A := k[x1, . . . , xn]/(xn1
1 , . . . , xnr

r ) = k[x1, . . . , xn], d :=
∑

(ni−1)+1
とおくと, nil A = (x1, . . . , xr) で,

(nil A)d−1 = (x1
m1 · · ·xr

mr |mi ≥ 0, m1 + · · ·+ mr = d− 1 )

= (x1
n1−1 · · ·xr

nr−1) 6= 0,

(nil A)d = (x1
m1 · · ·xr

mr |mi ≥ 0, m1 + · · ·+ mr = d ) = 0.
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(d): A := k[x1, x2, . . . ]/(x 2
1 , x 2

2 , . . . ) = k[x1, x2, . . . ] とおくと, nil A =
(x1, x2, . . . ) である. ∀n ∈ N に対して, 0 6= x1 · · ·xn ∈ (nil A)n ゆえ

(nil A)n 6= 0.
(e): d(Z) = sup∞n=1{n} = ∞ ((a)および Lemma 6.4).
(f): d(Z) = sup∞n=1{2} = 2 ((a)および Lemma 6.4).

Remark 6.8. Example 6.7(d)より, X が quasi-compactであっても d(X) <

∞ であるとは限らない.
一方, 以下の議論で使わない事実であるが, X が noetherian (すなわち各

Ai が noetherian ring となるような finite open affine covering {Spec Ai}N
i=1

を持つ) ならば d(X) < ∞ である. 実際, A が noetherian ring とすると,
nil A = (a1, . . . , ar) と表せる. aj ∈ nilA であるから, ある nj ∈ N によって
a

nj

j = 0. このとき, n =
∑r

j=1(nj − 1) + 1 とおくと (nil A)n = 0 であるから
d(A) < ∞. これが各Ai について成立するので, d(X) = supN

i=1{d(Ai)} < ∞.

6.2 一般化

Example 6.7 において, (e)は sp(Y ) ) im f となった例 (Example 4.3) で
あり, (f)は sp(Y ) = im f となった例 (Example 6.1) である. このことから,
d(Z) が有限ならば sp(Y ) = im f が成立すると予想される. 実際, その直感
は正しい.
まず, X が affine の場合を示す.

Proposition 6.9. f : Z → X を schemes のmorphism, X を affine とする.
このとき, d(Z) < ∞ ならば, scheme-theoretic image Y について,

sp(Y ) = im f

が成立する.

Proof. Propositon 4.2 の証明と同じ記号を使う.

im f ⊇
⋃

k∈K

V ((ρk ◦ ϕ)−1(0))

Y = V (
⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0))

が成立するところまでは Propositon 4.2 の証明と同じである.
d := d(Z) < ∞ とすると

√
0

d
= 0 in OZ(Wk) (Lemma 6.6). A の ideal

a によって, im f = V (a) と表しておく. このとき, 各 k ∈ K に対して,
V (a) ⊇ V ((ρk ◦ ϕ)−1(0)) より,

√
a ⊆

√
(ρk ◦ ϕ)−1(0)

= (ρk ◦ ϕ)−1(
√

0),
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√
a

d ⊆ (ρk ◦ ϕ)−1(
√

0)d

⊆ (ρk ◦ ϕ)−1(
√

0
d
)

= (ρk ◦ ϕ)−1(0).

ゆえに,

√
a

d ⊆
⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0),

V (
√

a
d
) ⊇ V (

⋂

k∈K

(ρk ◦ ϕ)−1(0)).

よって, im f = V (
√

a
d) ⊇ Y . 逆の包含関係は明らかである.

次に, 一般の scheme の場合について一般化する. 実は, 後に Example 6.13
で見るように d(Z) < ∞ は貼り合わせ可能性の十分条件にはなっていない.
ゆえに, Theorem 4.11の証明のように容易ではなく, 大域的構成法 (Theorem
5.14) で得られるものについて考察しなければならない.

Theorem 6.10. f : Z → X を schemes の morphism とする. このとき,
d(Z) < ∞ ならば, scheme-theoretic image Y について,

sp(Y ) = im f

が成立する. 特に Z が reduced (d(Z) = 1) ならば sp(Y ) = im f が成立する.

Proof. im f に reduced structure を入れた closed subscheme の ideal sheaf
を I とする. d := d(Z) とし, I d について考える. これは, 各 open subset
U ⊆ X に対してOX(U) の ideal I (U)d を対応させるX 上の ideal presheaf
pre-I d を sheaf 化した X 上の ideal sheaf である. F : I ⊗d → OX を埋め

込み I → OX から定まる morphism とすると, I d = im F である. I は

quasi-coherent だからI ⊗d も quasi-coherent (Lemma 5.4(b)) であり, im F

も quasi-coherent (Lemma 5.5) である.
{Ui}i∈I をX の open affine subsets 全体とする. I d|Ui = (I (Ui)d)̃ であ

るから, I d(Ui) = I (Ui)d である.√
0

d
= 0 in OZ(f−1(Ui)) (Lemma 6.6) に注意すると,

√
f#(Ui)−1(0)

d

= f#(Ui)−1(
√

0)d

⊆ f#(Ui)−1(
√

0
d
)

= f#(Ui)−1(0).

すなわち,
√

ker f#(Ui)
d ⊆ ker f#(Ui).
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d(f−1(Ui)) ≤ d < ∞ より f |f−1(Ui) : f−1(Ui) → Ui について Propositon
6.9 を適用すると,

V (ker f#(Ui)) = im (f |f−1(Ui))
Ui

= im f ∩ Ui
Ui

⊆ im f ∩ Ui

= V (I (Ui)),√
ker f#(Ui) ⊇

√
I (Ui) ⊇ I (Ui), 7

ker f#(Ui) ⊇
√

ker f#(Ui)
d

⊇ I (Ui)d = I d(Ui).

さて, 任意の open subset U ⊆ X をとると, {Ui}i∈J が U の open affine
covering となるように J ⊆ I をとることができる. ker f# が sheaf であるこ
とに注意すれば, ∀s ∈ OX(U) に対して,

s ∈ I d(U) ⇒ s|Ui ∈ I d(Ui) (∀i ∈ J)

⇒ s|Ui ∈ (ker f#)(Ui) (∀i ∈ J)

⇒ s ∈ (ker f#)(U).

よって, I d ⊆ ker f# in OX .
以上より, I d ∈ If (Corollary 5.9 参照). 一方 IY は If の最大元である

から, I d ⊆ IY . よって,

sp(Y ) = Supp(OX/IY )

⊆ Supp(OX/I d)
(∗)
= Supp(OX/I )

= im f.

(∗)について: ∀P ∈ X に対して,

P ∈ Supp(OX/I d) ⇔ (I d)P ( OX,P

⇔ (IP )d ( OX,P

⇔ IP ( OX,P

⇔ P ∈ Supp(OX/I ).

逆の包含関係は明らかである.

ところで, Z が reduced ならば Y も reduced であった (Theorem 5.14). こ
れを一般化したものが次の Theorem である.

7実は
p

I (Ui) = I (Ui) が成立する (Theorem 6.11 の証明).
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Theorem 6.11. f : Z → X を schemes の morphism とする. このとき,
scheme-theoretic image Y について,

d(Y ) ≤ d(Z)

が成立する. 特に Z が reduced (d(Z) = 1) ならば Y も reduced (d(Y ) = 1)
である.

Proof. d(Z) = ∞ の場合は明らかである. そこで d(Z) < ∞ の場合を示す.
Theorem 6.10の証明と同じ記号を使用する. I は reduced closed subscheme
の ideal sheaf であったから, OX(Ui)/I (Ui) が reduced ゆえ,

√
I (Ui) =

I (Ui) である. 各 i に対して,

V (IY (Ui)) = Y ∩ Ui

= im f ∩ Ui

= V (I (Ui)),

√
IY (Ui) =

√
I (Ui) = I (Ui).

I d ⊆ IY であったから,

√
IY (Ui)

d
= I (Ui)d ⊆ IY (Ui),

(nil (OX(Ui)/IY (Ui)))d = (
√

IY (Ui)/IY (Ui))d = 0.

Y ∩ Ui = Spec (OX(Ui)/IY (Ui))) であることに注意すると, d(Y ∩ Ui) ≤ d.
したがって, d(Y ) = supi∈I {d(Y ∩ Ui)} ≤ d = d(Z).

Example 6.1 では d(Y ) = d(Z) = 2 となったが, 一般には等号は成立しな
い. 次のような例がある.

Example 6.12. kをfieldとし, X := Spec k[x] (直線), Z := Spec k[x, y]/(y2)
(2 重直線) とする. ϕ : k[x] → k[x, y]/(y2) を自然な ring homomorphism と
し, ϕ に対応するmorphism を f : Z → X (x-軸への射影)とする. このとき,
d(Z) = 2. 一方, ker ϕ = k[x] ∩ (y2) = 0 より Y = X であり, d(Y ) = 1.

6.3 貼り合わせ可能性および ideal sheaf についての考察

今 sp(Y ) = im f のための十分条件は non-reduced-degree が有限という条
件まで緩められることを見た. そこで, 自然に以下の疑問が生まれる:

• d(Z) < ∞ という仮定で貼り合わせによる構成が可能か.

• d(Z) < ∞ という仮定で IY = ker f# が成立するか.

35



これらはいずれも ”局所的に見ても scheme-theoretic image になっているか”
という問題である. 第 4 節での証明 (Proposition 4.8, 4.9, Theorem 4.10) か
ら次の問題に帰着される:

• non-reduced-degree が有限という仮定で Lemma 4.7(c)が成立するか

この問題は次の反例により否定的に解決される.

Example 6.13. k を field とし, A := k[x, y], an := (xny, xy2) in A, An :=
A/an, Zn := Spec An (n ≥ 2) とする. これは, A2

k の x-軸と y-軸の union に
さまざまな構造を入れたものである. Z :=

∐∞
n=2 Zn とする.

このとき, nil An = (xy mod an) 6= 0, (nil An)2 = (x2y2 mod an) = 0. ゆえ
に, d(Zn) = d(An) = 2. よって, d(Z) = sup∞n=2 {d(Zn)} = 2 < ∞.
ところで, OZ(Z) =

∏∞
n=2 An. a := (xmod an)∞n=2 ∈ OZ(Z) とすると,

OZn(Zn ∩ Za) = OZn(D(xmod an))

= Ax/(xny, xy2)

= Ax/(y, y2)

= Ax/(y),

OZ(Za) =
∞∏

n=2

Ax/(y).

そこで, b := (y mod an)∞n=2 ∈ OZ(Z) とすると, b|Za = (y mod (y))∞n=2 = 0
in OZ(Za). しかし, ∀m ∈ N に対して, amb = (xmy mod an)∞n=2 6= 0. 実
際, xmy mod am+1 6= 0. したがって, non-reduced-degree が有限でも Lemma
4.7(c)は成立しない.
次に, X := A2

k = Spec A とする. fn : Zn → X を closed immersion とし,
f :=

∐∞
n=2 fn : Z → X とする (Figure 3 参照).

X = A2
k

Z

f

Figure 3.

sz-
*

Z2

Z3

Z4

Zn

このとき, f に対応する ring homomorphism は,

ϕ : OX(X) = A → OZ(Z) =
∞∏

n=2

An.

F 7→ (F mod an)∞n=2
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ゆえに, kerϕ =
⋂∞

n=2 an = (xy2). 実際, F ∈ ⋂∞
n=2 an かつ F 6= 0 としm :=

degx F とおくと, 特に F ∈ am+1 だから, F = xm+1yG + xy2H (G,H ∈ A)
と表せる. degx がm 以下の部分を比較すれば, F = xy2H ′ ∈ (xy2). ただし,
H ′ はH の degx がm− 1 以下の部分である.
よって, Y := Spec A/(xy2) が scheme-theoretic image である. sp(Y ) =

im f = V (xy) となっており, 確かに Theorem 6.10 が成立していることが確
認できる. また, d(Y ) = d(Z) = 2 であり, Theorem 6.11 も成立している.
さて, open subset U := D(x) ⊂ X について考える.

OY (Y ∩ U) = OY (D(xmodxy2))

= Ax/(xy2)

= Ax/(y2).

よって, IY (U) = (y2) in Ax.
一方, OZ(f−1(U)) = OZ(Za) =

∏∞
n=2 Ax/(y) であり,

f#(U) : OX(U) = Ax → OZ(f−1(U)) =
∞∏

n=2

Ax/(y).

F 7→ (F mod (y))∞n=2

よって, ker f#(U) =
⋂∞

n=2(y) = (y) in Ax.
したがって, IY 6= ker f#.

Remark 6.14. Example 6.13 からわかるように, 一般に scheme の closed
subset と有限値 2 ≤ d < ∞ を与えても, non-reduced-degree が d となるよ

うな subscheme の構造の入れ方はいくつも存在する. これが, d(Z) < ∞ と
いう条件が貼り合わせ可能性や IY = ker f# のための十分条件にならない

原因である. 一方 d = 1 のとき, non-reduced-degree が 1 (reduced) となる
ような構造は一意に決まる. この性質により, reduced という条件はこれらの
十分条件になる.
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