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1 目的・概要

[C]の第８章６節において，２つの多様体の結びと，グラスマン多様体への写像について記されて

おり，その２つのことについて興味を持ち，研究しようと考えた．先ず，２つの多様体の結びの定義

を次で行う．

Definition.2

X ⊂ P3，Y ⊂ P3 を varietyとし，varietyの結び (join)を次のように定義する．

X ∗ Y = {ux− vy|x ∈ X, y ∈ Y, x 6= y, (u : v) ∈ P1}
■

そこで，この結びを理解しようと，次のことを考えた．

Question.1

L1 = Z(x2, x3)，L2 = Z(x0, x1)の結びは，何になるのか．（Zは零点集合）
■

この問題は，射影同値の概念を用いると，次のように結論できた．

Definition.2

V1 ⊂ Pn，V2 ⊂ Pn を varietyとする．A ∈ GL(n+ 1, k) が存在して，

V2 = A(V1)となるとき，V1 と V2 は射影同値 (projective equivalent)という．
■

Proposition.1

kを fieldとし，X ∈ P3と，Y ∈ P3を varietyとする．さらに，射影直線 L1と L2を，Question.1

で定義したものとする．このとき，A(X) = L1，A(Y ) = L2 なる A ∈ GL(4, k)が存在するならば，

X ∗ Y = P3 が成り立つ．
■

この事実に対して，Pnに対しても２つの多様体がどのようなときに結びがPnとなるのかを考えた．

Question.2

２つの variety X ∈ Pn，Y ∈ Pn が，X ∩ Y = ∅ であり，それぞれ，

Z(xi+1, xi+2, · · · , xn) ∼= Pi

Z(x0, x1, · · · , xi) ∼= Pn−(i+1)

と射影同値となるときに，２つの variety X，Y の結びが Pn に一致するか.

■

この問題は，先程と同様に，肯定的に結論づけられた．

Proposition.2

k を fieldとし，X ∈ Pn，Y ∈ Pn を varietyとする．このとき，X ∩ Y = ∅であり，A(X) ∼= Pi，

A(Y ) ∼= Pn−(i+1) なる A ∈ GL(n + 1, k)と 0 ≤ i ≤ n − 1 が存在するならば，X ∗ Y = Pn が成り

立つ．
■

次に，グラスマン多様体への写像 ωについて考えた．[C]の第８章６節の定理１１では、次のような

ことを主張していた．

Theorem

P3 の射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : a2 : a3)，q = (b0 : b1 : b2 : b3)に対して，ω3 : {Pn 上

の射影直線全体 }
−→ Z(z01z23 − z02z13 + z03z12) ⊂ P3

を次のように定義する．
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ω3

(
a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 b3

)
= (zij)0≤i<j≤3 := (aibj − ajbi)0≤i<j≤3

このとき，ω3 は全単射である．また，

z01z23 − z02z13 + z03z12 = 0

を，Plückerの関係式という．

■

P4 において，同様に定義すると， Plückerの関係式

zijzkl − zikzjl + zilzjk = 0 (0 ≤ i < j < k < l ≤ 4)

が成り立つことが分かった．そこで，Pn の場合に対しても，次のことが成り立つのかを考えた．

Question.4

Pnの射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : · · · : an)，q = (b0 : b1 : · · · : bn)に対して，Pnの射影

直線から，

(
n+ 1

2

)
− 1 次元射影空間への写像

ωn : {Pn 上の射影直線全体 }
−→ Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

を次のように定義したとき，

ωn

(
a0 a1 · · · an

b0 b1 · · · bn

)
= (zij)0≤i<j≤n := (aibj − ajbi)0≤i<j≤n

この ωn は全単射か．

■

この問題も肯定的であった．

Proposition.4

Question.4で定義された，ωn は全単射．

■

2 結論

まとめると，次のことが分かった．

i. ２つのX∩Y = ∅を満たすvariety X ∈ Pn，Y ∈ Pnに対して，A(X) ∼= Pi，A(Y ) ∼= Pn−(i+1)

なる A ∈ GL(n+ 1, k)と 0 ≤ i ≤ n− 1が存在するとき，X と Y の結びが，Pn と一致する．

ii. Pn の射影直線全体と，写像 ωn によって，

(
n+ 1

2

)
− 1次元射影空間の sub variety

Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

と１対１対応となっている．
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