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1 序文

[C]の第８章６節において，２つの多様体の結びと，グラスマン多様体への

写像について記されており，その２つのことについて興味を持ち，研究しよ

うと考えた．先ず，２つの多様体の結びは，それぞれの多様体を結んででき

る射影直線の集まりで定義する．したがって，射影空間における多様体の結

びの簡単な例として,それぞれの多様体の任意の点において直線が定義でき

るように P3 内の２つの多様体が交わらない場合，特に捩れの位置にある２

本の射影直線を用いて理解しようと考えた.このとき，結びは，P3と一致し

たことが判明した.そこで，Pnについても，同様のことが成り立つのではな

いかと思い，結びが Pn となるような，２つの多様体を見つけようと研究し

た．このとき，Pi と同型な射影線形多様体と，Pn−(i+1) と同型な射影線形

多様体が交わりを持たないとき，この２つの多様体の結びが，Pn と一致す

ることが判明した．次に，[C]の第８章６節の定理１１において，P3上の射

影直線全体から，グラスマン多様体への写像 ωが全単射であることが書かれ

ている．この写像は，[C]の第８章６節によれば，ｎ次元射影空間上の射影

直線全体にも拡張できると書かれていた．そこで，実際に，ｎ次元射影空間

上の射影直線全体から，多様体への全単射な写像 ωを構成して，ｎ次元にお

けるグラスマン多様体の構造を見つけたいと考えた．そこで，最初に，P4上

の射影直線全体から，P9への写像 ω4（n = 3のときを ω3とする．）を ω3と

同様に定義したとき，P9上の多様体で成り立つ関係式が、５つ見つかったの

で、その関係式を零点とする集合と写像 ω4 によって，全単射になるかを調

べた結果、全単射となった．そこで、Pnの場合においても同様の結果が得ら

れると考え，関係式を予想した．それを，零点集合とする多様体と，Pn の

直線全体が，全単射になることを証明することができて、Pn の直線全体の，

グラスマン多様体への射の像の構造が判明した．

2 概要

先ず，基本的な定義をする．

Difinition.1

k を field とする．また，Pn の斉次座標を (x0 : x1 : · · · : xn) とし，f ∈
k[x0, x1, · · · , xn]を斉次多項式とする．このとき，Pn における零点集合を，

Z(f) = {(a0 : a1 : · · · : an)|f(a0, a1, · · · , an) = 0}

で定義する．

■

最初に，２つ多様体の結びから考える．そこで，２つの多様体の結びのを [C]

と同様に定義する．
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Definition.2

X ⊂ P3，Y ⊂ P3 を varietyとし，varietyの結び (join)を次のように定義

する．

X ∗ Y = {ux− vy|x ∈ X, y ∈ Y, x 6= y, (u : v) ∈ P1}

■

この多様体の結びの概念を用いて，P3上の捩れの位置にある２本の射影直線

に対して，次のような問題が考えられる．

Question.1

kを fieldとしたとき，捩れの位置にある２本の射影直線の結びは P3 に一致

するか. 特に,

L1 = Z(x2, x3)

L2 = Z(x0, x1)

の結びは P3 に一致するか．

■

Question.1は，肯定的に解決できた．さらに，[C]の第８章６節にある射影

同値の概念を用いることにより，より多くのことが分かった．先ず，射影同

値の定義を [C]と同様にしておく．

Definition.2

V1 ⊂ Pn，V2 ⊂ Pn を varietyとする．A ∈ GL(n + 1, k) が存在して，

V2 = A(V1)となるとき，V1と V2は射影同値 (projective equivalent)という．

■

この射影同値を使うと，次のことが分かった．

Proposition.1

kを fieldとし，X ∈ P3と，Y ∈ P3を varietyとする．さらに，射影直線 L1

と L2 を，

L1 = Z(x2, x3)

L2 = Z(x0, x1)

とする．このとき，A(X) = L1，A(Y ) = L2 なる A ∈ GL(4, k)が存在する

ならば，X ∗ Y = P3 が成り立つ．

■

この事実をふまえて，Pn に対しても２つの多様体がどのようなときに結び

が Pn となるのかを考えた．

Question.2

２つの variety X ∈ Pn，Y ∈ Pn が，それぞれ，
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Z(xi+1, xi+2, · · · , xn) ∼= Pi

Z(x0, x1, · · · , xi) ∼= Pn−(i+1)

と射影同値となるときに，２つの variety X，Y の結びが Pn に一致するか.

■

このQuestion.2も肯定的であった．

Proposition.2

kを fieldとし，X ∈ Pn，Y ∈ Pnを varietyとする．このとき，X∩Y = ∅で
あり，A(X) ∼= Pi，A(Y ) ∼= Pn−(i+1)なるA ∈ GL(n+1, k)と 0 ≤ i ≤ n−1

が存在するならば，X ∗ Y = Pn が成り立つ．

■

次に，グラスマン多様体への写像 ω について考えた．[C]の第８章６節の定

理１１では、次のようなことを主張していた．

Theorem

P3 の射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : a2 : a3)，q = (b0 : b1 : b2 : b3)

に対して，ω3 : {P3 上の射影直線全体 }
−→ Z(z01z23 − z02z13 + z03z12) ⊂ P3

を次のように定義する．

ω3

(
a0 a1 a2 an

b0 b1 b2 b3

)
= (zij)0≤i<j≤3 := (aibj − ajbi)0≤i<j≤3

このとき，ω3 は全単射である．また，

z01z23 − z02z13 + z03z12 = 0

を，Plückerの関係式という．

■

Pnの場合を考える前に，先ず，P4の場合で考えた．P4上の射影直線全体か

ら，P9 への写像 ω4 を P3 の場合と同様に定義した．

Difinition.3

P4の射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : · · · : a4)，q = (b0 : b1 : · · · : b4)

に対して，P4 の射影直線から，P9 への写像

ω4 : {P4 上の射影直線全体 }
−→ V4 ⊂ P9

を次のように定義する．

ω4

(
a0 a1 · · · a4

b0 b1 · · · b4

)
= (zij)0≤i<j≤4 := (aibj − ajbi)0≤i<j≤4

■

このとき，
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(zij)0≤i<j≤3 = (aibj − ajbi)0≤i<j≤3

に対しては，P3 の場合を考えると，P4 においても，Plückerの関係式

p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0

が成り立っている．そこで，

p01p24 − p02p14 + p04p12 = 0

p01p34 − p03p14 + p04p13 = 0

p02p34 − p03p24 + p04p23 = 0

p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0

が成り立っていると考えられ，実際，成り立っている．（＊）実際に，P9にお

ける Plückerの関係式が上記のものだけを確かめるために，次の問題を考え

る．

Question.3

Difinition.3において，

V4 = Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ 4)

としたとき，ω4 は全単射か．

この問題は，肯定的に解決した．

Proposition.3

Difinition.3における，P4 の射影直線から，P9 への写像

ω4 : {P4 上の射影直線全体 }
−→ Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ 4) ⊂ P9

は全単射．
■

この事実に基づいて，Pn の場合を考える．ωn を同様に定義する．

Difinition.4

Pnの射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : · · · : an)，q = (b0 : b1 : · · · : bn)

に対して，Pn の射影直線から，

(
n + 1

2

)
− 1 次元射影空間への写像

ωn : {Pn 上の射影直線全体 }
−→ Vn

を次のように定義する．

ωn

(
a0 a1 · · · an

b0 b1 · · · bn

)
= (zij)0≤i<j≤n := (aibj − ajbi)0≤i<j≤n

P4 の場合と同様の問題を考える．

Question.4

Difinition.4において，
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Vn = Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

としたとき，ωn は全単射か．

Proposition.3と同様の結果が得られた．

Proposition.4

Difinition.4における，Pnの射影直線から，

(
n + 1

2

)
− 1 次元射影空間

への写像

ωn : {Pn 上の射影直線全体 }
−→ Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

は全単射．

■

したがって，{Pn上の射影直線全体 }の ωn による像は，

Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

であることが判明した．

3 命題の証明

先ず，結びに関する，命題から示す．Proposition.1はProposition.2と

同様に示せるので，Proposition.2を示す．

Proposition.2

kを fieldとし，X ∈ Pn，Y ∈ Pnを varietyとする．このとき，X∩Y = ∅で
あり，A(X) ∼= Pi，A(Y ) ∼= Pn−(i+1)なるA ∈ GL(n+1, k)と 0 ≤ i ≤ n−1

が存在するならば，X ∗ Y = Pn が成り立つ．

Proof

X ∗ Y ⊂ Pn は明らか．逆である Pn ⊂ X ∗ Y を示す．X ∩ Y = ∅ より，
A(X) ∩A(Y ) = ∅なので，

A(X) = Z(xi+1, xi+2, · · · , xn) ∼= Pi

A(Y ) = Z(x0, x1, · · · , xi) ∼= Pn−(i+1)

となるので，Z(xi+1, xi+2, · · · , xn) ∗ Z(x0, x1, · · · , xi) = Pn を示せばよい．

これは，Proposition.1と同様に示せる．先ず，p ∈ A(X)∪A(Y )のときは

明らか．次に，任意の p = (p0 : p1 : · · · : pn) ∈ Pn\A(X) ∪ A(Y )に対して，

(p0 : p1 : · · · : pi) = t(q0 : q1 : · · · : qi)を満たす，t ∈ k，q = (q0 : q1 : · · · :

qi : 0 : · · · : 0) ∈ A(X)が存在する．この pと qを通る直線 Lは，

L = {(utq0−vq0 : utq1−vq1 : · · · : utqi−vqi : upi+1 : · · · : upn)|(u : v) ∈ P1}
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したがって，A(Y )との交点は，u，vに関する連立方程式

utq0 − vq0 = 0
...

utqi − vqi = 0

を解けば求められる．これは，明らかに自明解以外の解 (u : v) = (1 : t)を持

つ．したがって，Lと A(Y )との交点は必ず存在し，p ∈ A(X) ∗ A(Y )が成

り立つ．ゆえに，A(X) ∗A(Y ) ⊂ Pn なので，X ∗ Y ⊂ Pn が成り立つ．
■

次に，グラスマン多様体の写像に関する命題を示す．命題を示す前に，まず，

（＊）を示しておく．

Lemma

(pij)0≤i<j≤n = (aibj − ajbi)0≤i<j≤n

とする．任意の 0 ≤ i < j < k < l ≤ nに対して，

pijpkl − pikpjl + pilpjk = 0

が成り立つ．

Proof

定義に基づいて実際に計算する．

pijpkl − pikpjl + pilpjk

= (aibj − ajbi)(akbl − albk) − (aibk − akbi)(ajbl − albj)

+(aibl − albi)(ajbk − akbj)

= aibjakbl − aibjalbk − ajbiakbl + ajbialbk

−aibkajbl + aibkalbj + akbiajbl − akbialbj

+aiblajbk − aiblakbj − albiajbk + albiakbj

= 0

■

次に，命題を示すが，Proposition.3は Proposition.4と同様に示せるの

で，Proposition.4を示す．

Proposition.4

Pnの射影直線の相異なる２点，p = (a0 : a1 : · · · : an)，q = (b0 : b1 : · · · : bn)

に対して，Pn の射影直線から，

(
n + 1

2

)
− 1 次元射影空間への写像

ωn : {Pn 上の射影直線全体 }
−→ Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n)

を次のように定義する．
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ωn

(
a0 a1 · · · an

b0 b1 · · · bn

)
= (zij)0≤i<j≤n := (aibj − ajbi)0≤i<j≤n

この ωn は全単射．

Proof

直線Lと，L
′
をある零でないλが存在して，ωn(L) = λωn(L

′
)を満たすとする．

L上の任意の相異なる２点を p := (a0 : a1 : · · · : an)，q := (b0 : b1 : · · · : bn)

とし，L
′
上の任意の相異なる２点を p

′
:= (a

′

0 : a
′

1 : · · · : a
′

n)，

q
′

:= (b
′

0 : b
′

1 : · · · : b
′

n)とすると，任意の 0 ≤ i < j ≤ nに対して，次が成り

立つ．

aibj − ajbi = λ(a
′

ib
′

j − a
′

jb
′

i)

このとき，aibj − ajbiのいずれかは，零でないので，Pnの座標を入れ替える

ことにより，a0b1− a1b0 6= 0としてよい．そこで，次の２点 P，Qを考える．

P = (0 : −(a0b1 − a1b0) : −(a0b2 − a2b0) : · · · : −(a0bn − anb0))

= (0 : −λ(a
′

0b
′

1 − a
′

1b
′

0) : −λ(a
′

0b
′

2 − a
′

2b
′

0) : · · · : −λ(a
′

0b
′

n − a
′

nb
′

0))

= (0 : −(a
′

0b
′

1 − a
′

1b
′

0) : −(a
′

0b
′

2 − a
′

2b
′

0) : · · · : −(a
′

0b
′

n − a
′

nb
′

0))

Q = (a0b1 − a1b0 : 0 : −(a1b2 − a2b1) : −(a1b3 − a3b1) : · · · : −(a1bn − anb1))

= (λ(a
′

0b
′

1 − a
′

1b
′

0) : 0 : −λ(a
′

1b
′

2 − a
′

2b
′

1) : −λ(a
′

1b
′

3 − a
′

3b
′

1) : · · · : −λ(a
′

1b
′

n − a
′

nb
′

1))

= (a
′

0b
′

1 − a
′

1b
′

0 : 0 : −(a
′

1b
′

2 − a
′

2b
′

1) : −(a
′

1b
′

3 − a
′

3b
′

1) : · · · : −(a
′

1b
′

n − a
′

nb
′

1))

このとき，

P = b0p− a0q = b
′

0p
′ − a

′

0q
′

P = b1p− a1q = b
′

1p
′ − a

′

1q
′

となるので，この２点 P，Qは，両方とも，L， L
′
に含まれる．射影直線は，

射影直線上の２点により決まるので，L = L
′
が成り立ち，単射が分かった．

(p01 : p02 : · · · pn−1 n ∈ Z(zijzkl − zikzjl + zilzjk|0 ≤ i < j < k < l ≤ n) と

する．このとき，pij のいずれかは，零でないので，Pnの座標を入れ替える

ことにより，p01 6= 0としてよい．そこで，次の２点を考える．

(0 : −p01 : −p02 : · · · : −p0n)

(p01 : 0 : −p12 : −p13 : · · · : −p1n)

この２点により，１つの射影直線を定めることできる．このとき，ωnの像は，

任意の 0 ≤ i < j < k < l ≤ nに対して，

pijpkl − pikpjl + pilpjk = 0

であるので，

p01pij = p0ip1j − p0jp1i
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に注意すると，

ωn

(
0 −p01 −p02 · · · −p0n

p01 0 −p12 · · · −p1n

)
= (p201 : p01p02 : p01p03 : · · · : p01p0n : p01p12 : · · · : p01p1n

: p02p13 − p03p12 : · · · : p0ip1j − p0jp1i : · · · : p0 n−1p1n − p0np1 n−1)

= (p01 : p02 : p03 : · · · : p0n : p12 : · · · : p1n : p23 : · · · : pij : · · · : pn−1 n)

となり，全射が言えた．

■
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