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1 動機

知られていること¶ ³

Σb : b次 Hirzebruch曲面, S : ある曲面 =⇒ S ' Σb+1

hI(+) : Σb −→ S : 第 I(+) 種基本変換 　 (交点数による証明)

µ ´
目標¶ ³

hI(+) : Σb −→ S

(x0 : x1 : x2, y0 : y1) 7−→ (? :? :?, ? :?)
µ ´



2 定義

Hirzebruch曲面¶ ³

P2 : 複素射影平面, P1 : 複素射影直線, 整数 b ≥ 0,

Σb = {(x0 : x1 : x2, y0 : y1) ∈ P2 × P1 | x1y
b
1 = x2y

b
0}

µ ´
注意

(x0 : x1 : x2) ∈ P2, (y0 : y1) ∈ P1 =⇒ (x0 : x1 : x2, y0 : y1) ∈ P2×P1

と表すことにする.
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2 定義

Hirzebruch曲面¶ ³

P2 : 複素射影平面, P1 : 複素射影直線, 整数 b ≥ 0,

Σb = {(x0 : x1 : x2, y0 : y1) ∈ P2 × P1 | x1y
b
1 = x2y

b
0}

µ ´

⇓
¨
§

¥
¦Σb は 4枚の開被覆で覆われる複素多様体.





2 定義

blowing up¶ ³

射影直線 E ⇐= 点 P
µ ´

σ

Γ ℂ²

R. Hartshorne : Algebraic Geometry. I, Figure 3.



2 定義

blowing down¶ ³

射影直線 E =⇒ 点 P
µ ´

σ

Γ ℂ²

R. Hartshorne : Algebraic Geometry. I, Figure 3.



3 基本変換

第 I(+) 種基本変換¶ ³

Σb
µ←−−−− W

λ−−−−→ S

µ : W −→ Σb : P1 = (1 : 0 : 0, 1 : 0) ∈ Σbにおける blowing up

λ : W −→ S : F̃ ⊂ Wの blowing down

=⇒ hI(+) = λ ◦ µ−1 : Σb −→ S : 第 I(+) 種基本変換

µ ´
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4 主定理

定理 1¶ ³

Σb : b次 Hirzebruch曲面, hI(+) : Σb −→ S : 第 I(+) 種基本変換

=⇒ S ' Σb+1 (局所座標系の考察により示せる.)

µ ´
定理 2¶ ³

Σb : b次 Hirzebruch曲面, hI(+) : 第 I(+) 種基本変換

=⇒ hI(+) : Σb −→ Σb+1

(x0 : x1 : x2, y0 : y1) 7−→ (x0y1 : x1y0 : x2y1, y0 : y1)
µ ´



5 主定理の略証

1. 局所座標系の変化の考察¶ ³

Σb ∩ Ux' C2 局所座標 (x, t)
µ ↑
W ∩ Ũx= {(x, t, z0 : z1) ∈ C2 × P1 | xz0 = tz1}

同様に他の開被覆, blowing down λについても考察する.

ただし x =
x1

x0
, t =

y1

y0
と定め, Uxは P1 を中心とする開近傍

µ ´



2. 定理 1の証明¶ ³

S の各開被覆の貼り合わせを考察すると, 次の補題より S ' Σb+1

µ ´
補題¶ ³

M ' Σb

M は 4枚の C2 をある双正則写像で貼りあわせた多様体.
µ ´



補題の続き¶ ³

Mは次のような貼り合わせ

Cy
2 ψyz−−−−→ Cz

2

ψxy

x
xψuz

Cx
2 −−−−→

ψxu

Cu
2

ψxy : Cx
2 −→ Cy

2

(x, t) 7−→ (y, s) = (xtb,
1
t
)

...

ψuz : Cu
2 −→ Cz

2

(u, t) 7−→ (z, s) = (
u

tb
,
1
t
)

µ ´



3. 定理 2の証明¶ ³

Σb+1 の座標を (x′0 : x′1 : x′2, y′0 : y′1)とすると,

x′0 : x′1 = z0 : z1 = t : x = x0y1 : x1y0

x′0 : x′2 = x0 : x2

y′0 : y′1 = y0 : y1

=⇒ (x′0 : x′1 : x′2, y′0 : y′1) = (x0y1 : x1y0 : x2y1, y0 : y1)
µ ´
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M の貼り合わせ ⇒ M ' Σb
¶ ³

ψxy : Cx
2 −→ Cy

2

(x, t) 7−→ (y, s) = (xtb,
1
t
)

ψyz : Cy
2 −→ Cz

2

(y, s) 7−→ (z, s) = (
1
y
, s)

ψxu : Cx
2 −→ Cu

2

(x, t) 7−→ (u, t) = (
1
x

, t)

ψuz : Cu
2 −→ Cz

2

(u, t) 7−→ (z, s) = (
u

tb
,
1
t
)

µ ´



S の貼り合わせ ⇒ M ' Σb+1
¶ ³

ψαy : Cα
2 −→ Cy

2

(α, t) 7−→ (y, s) = (αtb+1,
1
t
)

ψyz : Cy
2 −→ Cz

2

(y, s) 7−→ (z, s) = (
1
y
, s)

ψαβ : Cα
2 −→ Cβ

2

(α, t) 7−→ (β, t) = (
1
α

, t)

ψβz : Cβ
2 −→ Cz

2

(β, t) 7−→ (z, s) = (
β

tb+1
,
1
t
)

µ ´
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