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k:を固定した代数閉体とし, k 上のアファイン n空間 (affine n-space)を k の元 n個の組すべてからなる集合

と定義し, An と書く.

定義 1 (座標環とその局所環)

　代数的集合 Y ⊂ An の座標環とは, A(Y ) := k[x1, . . . , xn]/I(Y )のこと.

但し I(Y ) := {f ∈ k[x1, . . . , xn] | ∀P ∈ Y, f(P ) = 0}.
　 P ∈ Y に対し mP := {f ∈ A(Y ) | f(P ) = 0}とおくと, A(Y )の極大イデアルをなし, A(Y )の mP によ

る局所化を Y の座標環の点 P における局所環といい, OY,P と書く.

定義 2 (Samuel関数と重複度)

　 (A,m):d次元ネーター局所環とする, 但し環とは単位的な可換環である.

この時, Samuel関数を以下で定義する.

χ(n) := lA(A/mn+1).

すると,十分大きい nに対しては, 以下のような nについての d次多項式で表せる [松村].

χ(n) =
e(A)
d!

nd + (nについての低次項) (e(A) ∈ Z).

この e(A)を局所環 Aの重複度 (multiplicity)という.

定義 3 (代数曲線の曲線上の点における重複度)

　代数曲線 C 上の点 P における C の重複度 µP (C)を

µP (C) := e(OC,P ).

と定義する.

定理 1 (平面曲線の重複度)

　A2 内の曲線 C : F (x, y) = 0, P : C の点 (P は原点に線形変換しておく).

このとき F = Fr + Fr+1 + · · · + Fd (Fr ̸= 0)と書くと,

µP (C) = r

が成り立つ.
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定理 2

　A3 内の曲線 C : F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0, P : C の点 (P は原点に線形変換しておく). そして F, G

のそれぞれ斉次分解した最低次の次数を r, sと書く.

このとき F, Gを最低次の項が共通因子を持たないならば,

µP (C) = rs

が成り立つ.

定理 3 (主定理)

　A3 内の曲線 C : F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0, P : C の点 (P は原点に線形変換しておく).

このとき F, Gを斉次分解し,その最低次の項の共通因子 hとする.ここで F, Gを以下のように書きなおす. F = hf∗
r + f, G = hg∗s + g.

deg h = m, deg f∗
r = r, deg g∗s = s.

f, g を斉次分解した最低次の項の次数 t, uが, s + t ≤ r + u.

このとき hと g∗sft − f∗
r gt+s−r が共通因子を持たないならば,

µP (C) = ms + rs + mt

が成り立つ.

例 1 (F = xz − y3, G = yz − x3 で定義される C3 内の曲線)

　定理を使えば原点における重複度は, 1 + 1 + 3で 5となることが分かる.

一方, (xz − y3, yz − x3)を準素分解すると,

(xz − y3, yz − x3) = (x, y) ∩ (y − x, z − x2) ∩ (y + x, z + x2) ∩ (y − ix, z − ix2) ∩ (y + ix, z + ix2).

となり, 5本の非特異曲線が現れることがわかる.

例 2 (F = xy − z3, G = x2 − y3 で定義される C3 内の曲線)

　 (xy − z3, x2 − y3)は C上の素イデアルである. なので例 1のように準素分解では重複度は求める事が出来

ないが, 定理を使えば原点における重複度が 1 + 1 + 3で 5となることが直ちに分かる.
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