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1 概要
曲線 C の picard variety Pic0C を考えよう.
C を nonsingular complete curve とすれば, Pic0C は abelian variety となって, その次元は

C の genusに一致することが事実として知られている.
singular curve の picard variety については, どのような事がわかるのだろうか.
cuspidal cubic curve C: x3 = y2z in P2

k のばあいには Pic0C ∼= Ga となる. このときの
picard varietyは abelian varietyにこそなってはいないが, Gaなる簡単なものによって表現さ
れ, その次元は C の aritemetic genus に一致している.
本論文は, この一般化であるところの次の Theoremに證明をあたえるものである.

Theorem. (5.1) cuspidal plane rational curve C : xl = ymzn in P2
k, l = m + n, l > m >

n > 0, (l,m) = 1, k: algebraically closed field, char k = 0, とするとき

Pic0C ∼= Gpa(C)
a .

なる同型を得る.

なお, 二節以降においては char k > 0のばあいについても考察する.
以下, 二節では C の基本的な性質について調べる. 三節では completion に関する議論をお
こなう. 四節は formal power series についての結果であり, Theoremをしめすうえで本質的役
割をはたすことになる. 最後に, 五節においてTheoremの證明を完成させることになるだろう.

2 C: xl = ymzn

C: xl = ymzn in P2
k, k: field, l = m + n, l > m > n > 0, (l,m) = 1 のようにさだめる.

まづ, つぎのことがわかる.

Proposition 2.1. normalization C̃ = P1

はじめに, lemmaを用意する.

Lemma 2.2. (l, n) = 1.

Proof. 1 = al + bm = al + b(l − n) = (a + b)l − bn.

Lemma 2.3. k[X,Y ]/(X l−Y m) ↪→ k[T ], X 7→ Tm, Y 7→ T lをえる. とくに, 左辺の integral
closure は右辺となる.
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Proof. k[X,Y ]/(X l − Y m) の元は, f(X,Y ) = f0(X) + f1(X) Y + · · ·+ fm−1(X) Y m−1 なる
かたちにとれる. さて,

f(Tm, T l) = f0(Tm) + f1(Tm) T l + · · · + fm−1(Tm)T l(m−1) = 0

としよう. このとき, それぞれの項にあらわれる degreeは,

km, km + l, . . . , km + l(m − 1) (k ∈ Z>0)

のかたちである. (l,m) = 1であるから, これらは異なるもの. ゆえに fi(Tm) T li = 0 であり
fi = 0. したがって, f = 0 とわかる.

それでは, proposition をしめそう.

Proof of (2.1). P1 = Proj (k[t, u]) としよう.

P1 = D+(t) ∪ D+(u), C = D+(y) ∪ D+(z)

である. P1 → C をつぎで定める.
D+(u) → D+(z):

k
[x

z
,
y

z

]/(x

z

)l

−
(y

z

)m

↪→ k

[
t

u

]
,

x

z
7→

(
t

u

)m

,
y

z
7→

(
t

u

)l

. (1)

D+(t) → D+(y):

k

[
x

y
,
z

y

]/ (
x

y

)l

−
(

z

y

)n

↪→ k
[u

t

]
,

x

y
7→

(u

t

)n

,
z

y
7→

(u

t

)l

. (2)

D+(tu) ∼→ D+(yz):(
k

[x

z
,
y

z

]/(x

z

)l

−
(y

z

)m
)

y
z

∼→ k

[
t

u

]
t
u

,
x

z
7→

(
t

u

)m

,
y

z
7→

(
t

u

)l

. (3)

(1),(2)の対応は, (2.3)によるもの.
(3) の同型をみる. m, 2m, . . . , (l − 1)m のいづれかは al + 1 のかたちになるから, ∃b >

0, bm − al = 1 をえる. ゆえ,
(

x
z

)b (
y
z

)−a 7→
(

t
u

)bm (
t
u

)−al = t
u , であるから surjとわかる.

これらのはりあわせにより, normalization をえる.

Corollary 2.4. P = (0 : 0 : 1), Q = (0 : 1 : 0)と定めると, n = 1なら Sing C = {P}, n > 1
なら Sing C = {P,Q}となる.

Proof. n = 1のとき, (2),(3) は同型となる. すなわち, D+(y), D+(yz) は nonsingular. 一方
(1)について, t

u はけっして左辺にふくまれないから, surjとならない. ゆえD+(z) は singular
point をもつ. したがって, P = D+(z) \ D+(yx) のみが singular pointとなる.

n > 1のときも同様である.

さて, つぎの命題がしられている.

Proposition 2.5. Singular Curves. [H, II.6, p148]
X: projective curve over k, X̃: その normalization, π : X → X̃ を projection map, P ∈ X

にたいし, ÕP : integral closure of OP とするとき,

0 −→
⊕
P∈X

ÕP
×
/O×

P −→ PicX π∗

−→ PicX̃ −→ 0

なる exact sequence をえる.
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これまでは kは一般の体でもよかったが, この命題をつかうために kは閉体とかんがえるこ
とにする. (2.1)および (2.4)により,

0 −→ ÕP
×
/O×

P ⊕ ÕQ
×
/O×

Q −→ PicC π∗

−→ PicC̃ ∼= Z −→ 0

という exact sequence をえる. ゆえに, つぎがわかる.

Proposition 2.6. Pic0C = ÕP
×
/O×

P ⊕ ÕQ
×
/O×

Q

ÕP
×
/O×

P
∼= k[T ](T )

×/
k[ Tm, T l ](T m,T l)

× であるから (Qについても同様), 以降では この右
辺 についてしらべることにする.

3 B×/A× = (B̂)×/ (Â)×

Proposition 3.1. (A,m) ⊂ (B, n):local rings, k:subfield of A, m = n∩A, について自然にみ
ちびかれる写像によって, k ∼= A/m ∼= B/n, となるとする. さらに, ∃i0 > 0 : ni0 ⊂ m をみた
すとする. このとき,

B×/A× ∼= (B̂)×/ (Â)×

がなりたつ.

Remark 3.2. 条件 “ni0 ⊂ m”から,
{
ni ∩ A

}
と

{
mi

}
による linear topology は一致すること

になる. ゆえに Â = lim←−A/mi = lim←−A/ni ∩ A とわかる.

Example 3.3. l > m > 0, (l,m) = 1, A = k[T l, Tm ](T l,T m), B = Ã = k[ T ](T ) について,
i À 0 : T i ∈ (T l, Tm) であり, Â = k[[ T l, Tm ]], B̂ = k[[T ]]であるから,

k[ T ](T )
×/

k[ Tm, T l ](T m,T l)
× = k[[ T ]]×

/
k[[Tm, T l ]]×

をえる.

それでは, propositionを順をおってしめそう.

3.1 準備

Lemma 3.4. A:ring, {Ij}:directed set of ideals in A, {Ij} による completion について,

(Â)× = lim←−(A/Ij)×

となる.

Proof. G = lim←−(A/Ij)× としよう. (A/Ij)× ↪→ A/Ij を monoid hom としてみると, G ↪→ Â

なる monoid hom をみちびく. Gは groupだから,

G ↪→ (Â)×: group hom

をえる.
∀a = (a1, a2, . . . ) ∈ (Â)×, aj ∈ A/Ij をとる. 逆元 b = (b1, b2, . . . ) ∈ (Â)×, bj ∈ A/Ij を
とれば, ab = (1, 1, . . . ) となる. すなわち, ajbj = 1 in A/Ij , aj ∈ (A/Ij)× とわかる. ゆえに
a ∈ G, surjection とわかる.
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Lemma 3.5. A:ring, m:maximal ideal of A, k:subfield of A, k ↪→ A ³ A/m :isom について,

A → k ⊕ m, a 7→ (ā, a − ā)

は isomorphismとわかる. とくに, A:local ringなら,

A× ∼= k×⊕ m

となる.

Proof. 0 → m → A → A/m → 0 は, A/m ∼= k ↪→ A によって split exact となる.

Corollary 3.6. (A,m):local ring, k:subfield of A, k ↪→ A ³ A/m :isom について,

A× ³ (A/mi)×

をえる.

Proof. A× = k×⊕ m ³ (A/mi)× = k×⊕ (m/mi) による.

3.2 Exact Sequence

Lemma 3.7. (3.1)の条件のもと, i > i0 について, つぎの exact sequence をえる.

1 −→ (A/ni ∩ A)× α−→ (B/ni)×
β−→ B×/A× −→ 1

以下それをみよう.

3.2.1 写像の作りかた

αはあきらかな作りかた. β は, (3.6)から

B×

²²²² %%LLLLLLLLLL

(B/ni)×
β

// B×/A×

が可換になるようにつくる.
b − c ∈ ni, b, c ∈ B× とすると, bc−1 − 1 ∈ ni ⊂ m となる. ゆえ, bc−1 = 1 + m, m ∈ m の
かたちとなり, bc−1 ∈ A× とわかる. よって, b = c in B×/A× だから, well-defined とわかる.
さて, α: inj および β: surj はあきらか. あとはつぎが示されればよい.

3.2.2 Exact at (B/ni)×

つぎの図式をみる.

1 // A× //

²²

B× //

²²²²

B×/A× // 1

1 // (A/ni ∩ A)× α
// (B/ni)×

β
// B×/A× // 1

(β ◦ α)(a) = 1 はあきらか. b̄ ∈ (B/ni)×, β(b̄) = 1 とする. b ∈ A× とわかるから,
b̃ ∈ (A/ni ∩ A)×. これにより, α(b̃) = b̄をえる. これで, (3.7)がわかった.
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3.3 Proof of (3.1)

lim←−i
は充分大きい iについて議論すればよいのだから, (3.7)と (3.4)をもちいて,

1 −→ (Â)× −→ (B̂)× −→ B×/ A×

なる exact sequence をえる. あとは右辺の surjがわかればよい.
しかしそれは, b ∈ B× について, (b, b, . . . ) ∈ lim←−(B/ni)× = (B̂)× をとればよいのだから,
あきらか.

4 k[[ T ]]×
/

k[[ Tm, T l ]]×.

4.1 目標

kは体, その標数を p, l > m > 0, (l,m) = 1 について,

G = k[[T ]]×
/

k[[Tm, T l ]]×

とさだめる.
この群の構造をしらべることにしよう.

4.2 準備

I = {i1, i2, · · · , iM} = Z>0 \ (l · Z>0 + m · Z>0), i1 < i2 < · · · < iM , のように記号をさだ
めることにしよう. このとき, つぎのことがわかる.

Proposition 4.1. M = lm−l−m+1
2 .

Example 4.2. l = 4,m = 3とすれば, I = {1, 2, 5}, M = 3である.

それでは, propositionを順をおってしめすことにする.

4.2.1 l · Z>0 + m · Z>0 の等式

(l · Z>0 + m · Z>0) = l · Z>0 t (m + l · Z>0) t · · · t ((l − 1)m + l · Z>0) とわかる. 右辺の
“t”なることは, (l,m) = 1より. “⊃”はあきらか.

⊂: am + bl ∈左辺, a, b ∈ Z>0 をとる. このとき a = cl + d, c, d ∈ Z>0, d < l をとれば,
am + bl = dm + (cm + b)l ∈右辺 となる.

4.2.2 iM < lm

∀a > lm をとる. (l,m) = 1より, 0 6 ∃b 6 l − 1 : a ∈ bm + lZ すると, ∃c : a = bm + cl

このとき cl = a − bm > lm − bm > 0のゆえ c > 0, a ∈ (Z>0 · l + Z>0 · m) となる. よって,
iM < lm とわかる.
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4.2.3 Proof of (4.1)

つぎのものの個数をN とする.

{1, 2, · · · , lm} ∩ (Z>0 · l + Z>0 · m)

= {1, 2, · · · , lm} ∩ [l · Z>0 t (m + l · Z>0) t · · · t ((l − 1)m + l · Z>0)]

= [{1, 2, · · · , lm} ∩ l · Z>0] t [{1, 2, · · · , lm} ∩ (m + l · Z>0)]

t · · · t [{1, 2, · · · , lm} ∩ ((l − 1)m + l · Z>0)].

0 6 r 6 l − 1について, # {1, 2, · · · , lm} ∩ (r + l · Z>0) =
(⌊

lm−r
l

⌋
+ 1

)
となることがわか

るから,

N = m +
(⌊

lm − m

l

⌋
+ 1

)
+ · · · +

(⌊
lm − (l − 1)m

l

⌋
+ 1

)
= m + l − 1 +

l−1∑
k=1

⌊
km

l

⌋
.

ここで, “bxc”は, 切下げ関数. あとで述べる切下げ関数の公式により,

N = m + l − 1 +
(l − 1)(m − 1)

2
=

lm + l + m − 1
2

.

よって iM < lmであることから,

M = lm − N =
lm − l − m + 1

2

となることがわかった.

4.2.4 切下げ関数の公式

n ∈ Z, m ∈ Z>0, x ∈ R, d = gcd(m,n) について,∑
06k<m

⌊
nk + x

m

⌋
= d

⌊x

d

⌋
+

(m − 1)(n − 1)
2

+
d − 1

2

がなりたつ. [C, 3章 5節, p94]

4.3 G の元のかたち

4.3.1 高次のきりすて

Lemma 4.3. F = 1 + a1T + · · · ∈ k[[ T ]]×について, f = 1 + a1T + · · ·+ aiM
T iM ∈ k[T ]と

すれば,

F = f in G

となることがわかる.

Proof. f ∈ k[[T ]]× のゆえ, ∃g ∈ k[[T ]]× s.t. fg = 1 in k[[ T ]] をとれる. このとき,

gF = g(f + T iM+1F ′) = 1 + T iM+1gF ′ ∈ k[[T l, Tm]]×

である. ゆえに, F = (fg)F = f(gF ) = f in G とわかる.
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4.3.2 標準型

Proposition 4.4. ∀F ∈ G について,

∃1f = 1 + ai1T
i1 + ai2T

i2 + · · · + aiM
T iM s.t. F = f inG (4)

となる. このような f を標準型とよぶことにする.
とくに, F = 1 + bir

T ir + bir+1T
ir+1 + · · · biM

T iM のばあいは, 標準型の ir 次以下の係数は
かわらない. すなわち,

1 + birT
ir + ai(r+1)T

i(r+1) + · · · aiM T iM (5)

のようになる.

Proof. 一意: {j1, · · · , jN} = {1, 2, · · · , iM} \ {i1, · · · , iM}, j1 < · · · < jN とする.

f = 1 + ai1T
i1 + ai2T

i2 + · · · + aiM
T iM ,

g = 1 + bi1T
i1 + bi2T

i2 + · · · + biM
T iM ,

f = g in G .

なるものがあるとする. ∃h = c0 + cj1T
j1 + cj2T

j2 + · · · + cjN T jN + T iM+1h′ ∈ k[[T l, Tm]] :
f = hg in k[[T ]] となる. あきらかに c0 = 1.

0 = fj1 = (hg)j1 = cj1 である. r > 1, cj1 = · · · = cj(r−1) = 0とすると 0 = fjr = (hg)jr =
cjr である. ゆえに帰納法によって, cj1 = · · · = cjN = 0であると言える.
よって, h = 1 + T iM+1h′となるから, f = hg = g + T iM+1h′g. f には iM + 1以上の次数の
項はないのだから, f = gとわかる.
存在: (4.3)より, F = 1 + b1T + · · · biM

T iM in G のかたちに表すことはできて,

F = F · (1 + cj1T
j1 + · · · + cjN T jN )

= 1 +
iM+jN∑

n=1

(
n∑

k=0

bkcn−k)Tn

= 1 +
iM∑

n=1

(
n∑

k=0

bkcn−k)Tn inG ,

とすることができる.
j1 次の係数 = bj1 + cj1 = 0 となるよう cj1 をさだめる. n > 1 について, jn 次の係数

= bjn + b(jn−j1)cj1 + b(jn−j2)cj2 · · · + cjn = 0 となるよう cjn をさだめる. このくりかえしか
ら得られた (1 + cj1T

j1 + · · · + cjN
T jN )によって, F は標準型に変形される.

また, F = 1 + birT
ir + bir+1T

ir+1 + · · · biM T iM とするとき, s : js < ir < j(s+1) について,
cj1 = cj2 = · · · = cjs = 0となる. このとき, 標準型は (5)のかたちになる.

4.4 Homomorphisms

4.4.1 (T r)

k[[T ]] ↪→ k[[T ]], T 7→ T r により, つぎの group homがさだまる.

(T r) : G ↪→ G

T 7→ T r
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4.4.2 exp

p = char k = 0 のとき, つぎの group homをさだめることができる.

exp( ·T ) : Ga ↪→ G

a 7→ exp(aT ) =
∞∑

n=0

an

n!
Tn

(
=

iM∑
n=0

an

n!
Tn

)

p > 0 のときは, expは一般にはさだまらないが, いまは (4.3) により高次の項をきりすてる
ことができる.
ゆえ, p > iM であれば, つぎのように homがさだまる.

exp( ·T ) : Ga ↪→ G

a 7→
iM∑

n=0

an

n!
Tn

実際, p > n > 0であれば, p - n! であるからよいのである.

Example 4.5. l = 3, m = 2のばあい, iM = 1であるから, すべての標数 pついて, exp( ·T ) :
Ga ↪→ G , a 7→ exp(aT ) = 1 + aT, のようにさだめることができる.

Example 4.6. “p > iM”の条件は満たされなくとも, expはさだめ得る. たとえば, l = 4,m = 3
のとき iM = 5であるが, p = 3についても,

exp( ·T ) : Ga ↪→ G , a 7→ exp(aT ) = 1 + aT +
a2

2
T 2 +

a5

20
T 5,

によって homomorphism of groups をさだめることが可能である.

4.4.3 exp( ·T r)

p = 0 or p > iM について, exp( ·T r) = (T r) ◦ exp( ·T )により,

exp( ·T r) : Ga ↪→ G

a 7→ 1 + aT r +
a2

2!
T 2r + · · · + aiM

iM !
T iM · r

なる group hom をえる.

4.5 構造の決定

Theorem 4.7. p = 0 or p > iM とする. このとき,

ϕ : GM
a −→ G

a = {a1, a2, · · · , aM} 7−→ exp(a1T
i1) exp(a2T

i2) · · · exp(aMT iM )

により isomorphism of groups をえる.

4.5.1 Injective

a ∈ GM
a , ϕ(a) = 1とする.
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このとき, 1 = ϕ(a) = (1 + ai1T
i1 + · · · )(1 + ai2T

i2 + · · · ) · · · (1 + aiM
T iM + · · · ) =

1 + ai1T
i1 + T i1+1(· · · )となる. この標準型は 1 + ai1T

i1 + a′
i2

T i2 + · · · のかたちになるから,
一意性より, ai1 = 0とわかる.

r > 1についてのくりかえし. a1 = · · · = ar−1 = 0とすると, 1 = ϕ(a) = (1 + airT
ir +

· · · )(1 + air+1T
ir+1 + · · · ) · · · (1 + aiM T iM + · · · ) = 1 + airT

ir + T ir+1(· · · ) この標準型は
1 + airT

ir + a′
ir+1

T ir+1 + · · · となり, 一意性より, air = 0とわかる.
ゆえに, a = {0, · · · , 0}となることがわかる.

4.5.2 Surjective

任意に f ∈ G をとる.
標準型を f = 1+a

(1)
i1

T i1+a
(1)
i2

T i2+· · ·+a
(1)
iM

T iM とする. exp(−a
(1)
i1

T i1)f = 1+T i1+1(· · · ) =
1 + a

(2)
i2

T i2 + · · · + a
(2)
iM

T iM (標準型) in G となる.
r : M > r > 1についてのくりかえし. exp(−a

(r−1)
ir−1

T ir−1) · · · exp(−a
(2)
i2

T i2) exp(−ai1T
i1)f =

(1 + a
(r)
ir

+ · · · + a
(r)
iM

)と假定すると,

exp(−a
(r)
ir

T ir ) · · · exp(−a
(2)
i2

T i2) exp(−ai1T
i1)f

= exp(−a
(r)
ir

T ir )(1 + a
(r)
ir

+ · · · + a
(r)
iM

)

= 1 + T ir+1(· · · )

= 1 + a
(r+1)
ir+1

+ · · · + a
(r+1)
iM

(標準型) in G

となる. よって r = M − 1をみれば,

exp(−a
(M−1)
iM−1

T iM−1) · · · exp(−a
(2)
i2

T i2) exp(−a
(1)
i1

T i1)f

= 1 + a
(M)
iM

T iM (標準型)

= exp(a(M)
iM

T iM ) inG ,

が成立する. それゆえ ϕ(a(1)
i1

, a
(2)
i2

, · · · , a
(M)
iM

) = f とわかる.

5 Pic0C

C: xl = ymzn in P2
k, l = m + n, l > m > n > 0, (l,m) = 1, k: algebraically closed field,

p = char k とする.
(2.6)から P = (0 : 0 : 1), Q = (0 : 1 : 0)について,

Pic0C = ÕP
×
/O×

P ⊕ ÕQ
×
/O×

Q

をえて, (3.3)より

ÕP
×
/O×

P = k[ T ](T )
×/

k[ Tm, T l ](T m,T l)
× = k[[ T ]]×

/
k[[Tm, T l ]]×

をえる. さらに (4.1) および (4.7)により,

{i1, i2, · · · , iM} = Z>0 \ (l · Z>0 + m · Z>0), i1 < i2 < · · · < iM ,

について,

M =
lm − l − m + 1

2
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であって, p = 0 あるいは p > iM ならば,

GM
a

∼−→ k[[ T ]]×
/

k[[ Tm, T l ]]× = ÕP
×
/O×

P

{a1, a2, · · · , aM} 7−→ exp(a1T
i1) exp(a2T

i2) · · · exp(aMT iM )

なる isomorphism of groups があたえられる.
おなじ議論は Qについてもあてはまる. さて,

N = max{iM (P )|P ∈ Sing C},

としよう.
p = 0 あるいは p > N とすると, lm−l−m+1

2 + ln−l−n+1
2 = (l−1)(l−2)

2 = pa(C) であるわけ
だから,

Pic0C = ÕP
×
/O×

P ⊕ ÕQ
×
/O×

Q

= k[[ T ]]×
/

k[[Tm, T l ]]× ⊕ k[[ T ]]×
/

k[[ Tn, T l ]]×

= G
lm−l−m+1

2
a ⊕ G

ln−l−n+1
2

a

= Gpa (C)
a

とわかる. すなわちつぎの結果をえる.

Theorem 5.1. p = 0 あるいは p > N (つまり expがさだまるとき) について,

Pic0C ∼= Gpa(C)
a

が成立する.
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