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偏極多様体と超平面切断

(X, L): 偏極多様体 def⇐⇒ X: compact 複素多様体
L: very ample 直線束

←→ X
Γ(X,L)
↪→ PN : 射影多様体

H ⊆ PN : 超平面に対し,

超平面切断A := X ∩H の性質 ; 偏極多様体(X, L) の性質
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学位論文の内容

1.射影空間の低次数被覆空間を超平面切断として含む偏極多様体の分類:

(a) 5次被覆の場合 [1]; (b) 4次被覆の場合 [2].

2. Castelnuovo多様体を超平面切断として含む偏極多様体の分類 [3].
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射影空間の低次数被覆空間を超平面切断として含む偏極多様体の分類

端緒 G. Castelnuovo [C2] (1890)

超楕円曲線 C → P1 を超平面切断として含む射影曲面の分類問題

問題 1 (A. Lanteri-M. Palleschi-A. Sommese [LPS1, LPS2] (1992))

自然数 d ≥ 2 に対し,

∃ 非特異超平面切断 A s.t. ∃ d 次被覆 π : A→ Pn

をみたす (Xn+1, L) を分類せよ.

例 (“trivial pair”) (Pn+1,OP(d)), (Hd,OH(1)).

先行研究 (LPS (1992)) n > d のとき,

d = 2⇒ (X, L)は, trivial pair のみ [LPS2].

d = 3⇒ non-trivial (X, L)は, (Y1, 3L)のみ [LPS1].

ただし, (Y1,L): del Pezzo多様体, 次数 1.

(⇔ −KY = (dim Y − 1)L, (Ldim Y )Y = 1)
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定理 1 ([1]) (X, L) : 偏極多様体, 次元 n + 1 ≥ 7 ⇒ TFAE:

(I) ∃ 非特異超平面切断 A s.t. ∃ 5次 π : A→ Pn.

(II) (X, L) は次のいずれかと同型:

(i) (Pn+1,OP(5)); (ii) (H5,OH(1)); (iii) (Y1, 5L);

(iv) (W10,OW (5)), W10 ⊂ P(5, 2, 1n+1);

(v) (W20,OW (5)), W20 ⊂ P(5, 4, 1n+1).

定理 2 ([2]) (X, L) : 偏極多様体, 次元 n + 1 ≥ 6 ⇒ TFAE:

(I) ∃ 非特異超平面切断 A s.t. ∃ 4次 π : A→ Pn.

(II) (X, L) は次のいずれかと同型:

(i) (Pn+1,OP(4)); (ii) (H4,OH(1)); (iii) (Y1, 4L);

(iv) (W12,OW (4)), W12 ⊂ P(4, 3, 1n+1);

(v) (H2,OH(2)); (vi) (H2,2,OH(1)), H2,2 ⊂ Pn+3;

(vii) (Y2, 2L), (Y2,L): del Pezzo多様体, 次数 2.
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Castelnuovo多様体を超平面切断として含む偏極多様体の分類

端緒 G. Castelnuovo [C1] (1889)

極大種数曲線Cd ⊆ PN (N , 次数 d : fix) の分類問題

定義 (藤田隆夫 [F] (1990))

(A,H): Castelnuovo多様体 def⇐⇒ 断面種数 g 極大(∆, d = (Hn)A : fix).

∆ := n + d− h0(A,H)

2g−2 := ((KA+(n−1)H).Hn−1)A

例 (P2,O(2)), (P1×P1×P1,OSegre(1)), (Hd,OH(1)), (Gr(2, 6),OPlücker(1)).
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問題 2 (網谷泰治 [3])

∃ 非特異超平面切断 A s.t. (A,H): Castelnuovo多様体 (∃H)

をみたす (X, L) を分類せよ.

注意 従来, C多様体の構造自体は研究されてきたが,

この視点からの先行研究は知られていない.

注意 (X, L): C多様体 ⇒ (A, L|A): C多様体
⇒ L|A ∼= H

L|A � Hとなる(X, L)は存在するか?
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定理 3 ([3]) (X, L): 偏極多様体, 次元 n + 1, n > d ≥ 1 ⇒ TFAE:

(I) ∃ 非特異超平面切断 A s.t. (A,H): C多様体, 次数 d (∃H).

(II) (X, L) は次のいずれかと同型:

(1) (Wd,O(`)), Wd ⊂ P(`, 1n+2), ` | d.

(2) (W2,d/2,O(`)), W2,d/2 ⊂ P(`, 1n+3), d ≥ 4, ` = 2 or ` | d/2.

(3) (W2,2,2,O(`)), W2,2,2 ⊂ P(`, 1n+4), d = 8, ` = 1, 2.

さらに(1)–(3)において, L|A ∼= H⇐⇒ ` = 1.

重み付き完全交叉多様体ではない低次数C多様体を, 超平面切断とし
て含む偏極多様体は存在しない.

低次数C多様体を超平面切断として含む偏極多様体は, 重み付き完全
交叉多様体に限られる！
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